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本书是拓扑学的入门教材.内容包括点集拓扑与代数拓扑，電点介绍代 
数拓扑学中的基本概念、方法和应用 * 全书共分 八章： 拓扑空间的基本概念， 
紧致性和连通性，商空间与闭曲面，同伦与基本群，复叠空间，单纯 H 调及艽 
应用，映射度与不动点等.每节配备了适量习题并在书涑附有解答与提示.本 
书叙述深入浅出，例题丰富，论证严谨，重点突出；强调儿何背景，注意培养学 
生的几何直观能力；方法新颍，特别是关十对径映射的映射度哝计算颇具新 
意.本书把抽象理论与具体应用紧密结合，使学牛-得到抽象思维与逻辑推瑕 
能力的训练. 

本书可作为综合大学、高等师范院校数肀系的柘扑课教材，也可供有关 
的科技人员和拓扑学爱好者怍为课外学习.的入 n 读物* 



序 言 


拓扑学是十分重要的基础性的数学分支，它的许多概念、理论 
和方法在数学的其他分支(特别是几何类和分析类分支)中有着广 
泛的应用，有的甚至已成为通用语言.拓扑学在物理学，经济学等 
部门也有许多应用，拓扑课已是综合性大学和许多师范院校数学 
系的 - 门重要课程. 

北京大学开设拓扑学课程已有悠久历史，并于1978年出版我 
国第-本拓扑学教科书《拓扑学引 论》. 本书编者从1979年以来就 
在北京大学数学系讲授这门课程，当时就选用《拓扑学 引论》 作为 
教材,并参照1980年5月教材编审委员会审定的《拓扑学教学大 
纲》作了删节和补充，以后又选用 《基础 拓扑学 KM . A . Armstrong 

著，孙以丰译，北京太学出版社 t 9 83) 为教材和主要参考书.在卜 
多年的教学实践中.编者对本课程有了较深刻的理解，并积累了大 
量素材和经验，为编写本书作了充分的准备. 

本书是贡献给初学拓扑学的读者的.它为深入学习许多数学 
课程提供了必要的拓扑学基础知识，它也可作为学习和研究拓扑 
学的入门教材. 

本书的内容可分为点集拓扑和代数拓扑两部分，侧重于后者. 

点集拓扑部分介绍了关于拓扑空间、连续映射的最基本的概 
念，还介绍了乘积仝间、商空间、紧致性和连通性等重要而常用的 
概念/以及它们的性质.这部分内容与分析学有着密切联系，可看 
作分析学相应内容的提高和深化.尽管我们的论述建立在公理化 
的定义的基础上，似乎并不直接用到分析学的知识，但具有良好的 
分析学基础，对接受和理解这部分内容是很有帮助的.这部分内容 
还要求读者熟悉集合和映射的知识. 
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代数拓扑部分介绍了基本群，复叠空间，单纯同调群等代数拓 
扑中最简单、最直观的内容，它们都有很广泛的应用.这部分内容 
涉及到代数学的许多基本概念，例如群， Abe ! 群，自由循环群，同 
态，同构等等，要求读者对它们能够熟练的运用. 

拓扑学是几何学的一个分支，许多概念都有很强的几何背景. 
但是在表达形式上它又是很抽象的.它的概念用公理化的方法建 
立;它没有分析学科那么多的计算,却大量运用逻辑推理 •因此 ，它 


不需要许多知识上的准备，但需要良好的数学素养.反过来，学习 


拓扑学又能得到抽象思维和逻辑推理能力的训练, 


本书是一学期的教材根据编者的经验，用 72 学时可以讲完 
主要 内容. 如果放弃带*号的节和内容，将能更加从容些.如果学 
时还不够，有些章节可删去，不影响后面内容的学习，如第五章复 
叠空间，第七章单纯同调群（下 ）（ 在讲完第六章单纯同调群（上) 
后，介绍第七章的主要结果，跳讲第八章)■有的定理(命题)的证明 
比较复杂，其方法对本书其他部分又没有大的影响，也可以省略不 
讲.例如第二章第二节中的三个定理，第三章的闭曲面分类定理. 

在本书的编写过程中，得到姜伯驹教授热情帮助 • 他在全书内 
容的取舍和编排方面都提出了很好的意见，有的论证的思路(例如 


对径映射的映射度的计算，命题 8. 3) 也是他提供的.在此谨表示 
衷心的感谢. 


编者 

1996年10月于北京大学 
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(枋扑学的直观认识） 

“什么是拓扑学? ”这是许多初学者都会提出的问题,拓扑学是 
一种几何学，它是研究几何图形的.但是拓扑學所研究的并不是大 
家最熟悉的普通的几何性质，而是图形的一类特殊性质，即所谓 
“拓扑性质”.于是，要了解拓扑学就要知道什么是图形的拓扑性 

I 

质.然而，尽管拓扑性质是图形的一神很基本的性质，它也具有很 
强的几何直观，却很难用简单通俗的语言来准确地描述.它的确切 
定义是用抽象的语言叙述的，这里还不能给出.下面 介绍几 个有趣 
的问题，它们涉及到的都是图形的拓扑性质，希望读者能从中得到 
关于拓扑性质的一些直观认识. 

一 笔画问8和七桥问 H 

一笔 画是一个简单的数学游戏.平面上由曲线段构成的一个 
图形能不能一笔画成，使得在每条线段上不重复？例如汉字“日”、 
“中”都是可以一笔写出来的，面“田”和“目”则不能一笔写成， 

显然，通常的几何方法在一笔画问题上是没有用的，因为“图 
形能不能一笔画成”和图形中线段的校度、形状等几何概念没有关 
系，要紧的是线段的数目和它们之间的连接关系，也就是说一笔画 
问题的关键是图形的整体结构.我们可以随意地将图形变形，如拉 
伸、压缩或弯曲等，甚至可将一 _线段搬家(但保持端点不动），只 
要图形的整体结构不改变，"能¥能一笔画出”这个性质是不会改 
变的.例如图1中的 U ) 和 （ b ) 都是“日”字的变形，都能一笔 画出; 
( c )，( d ) 和 ( e ) 都是“田”字的变形，都不能一笔画出. 

著名的 七桥问 «对拓扑学的产生和发展曾起了一定的作用， 
实质上它是一个一笔画何题. 七 桥问题是这样 的:流 经哥尼 斯堡的 
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普雷格河的河湾处有两个小岛，七座桥连结了两岸和小岛 （图 2 左 
图).当地流传一个 游戏: 要求在一次散步中恰好通过每座桥一次, 
很长时间里没有人能做到,后来大数学家 Euler 研究了这个游戏- 
他用点代表陆地 (两岸 和岛），用连结各点的线代表桥，得到图2右 
图中的 图形. 于是上述游戏变成这个图形能不能一笔画成的问题 
了. Euler 证明它是不能一笔画成的+ 



m z 

正是七桥问题和其他类似性质的问题*使 Euler 和他那个时 
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代的其他数学家开始认识到 :存在 着某种新的几何性质，它们和欧 
氏几何中研究的几何性质完全不同.这种认识是拓扑学产生的背 
景. 


地图着色问韙 


给地图着色时，要把相邻的国家(或区域)着上不同的颜色，以 
便容易地加以 区分. 那么绘图员至少要准备多少种颜色才能给任 
何地图着色？这个问题 
看起来简单，却出人意 
料地难以解决.图3中 
的地图虽只有四个区 
域，却是两两相邻的，因 
此它需用4种颜色着 
色.这个例子说明上述 
问题的答案应不小予 4. 

数学家明确提出这个问 
题不很久，证明了有5 

种颜色是够用的.于是 
问题集中到“4种颜色够不够?”上，就出现了著名的“ 四色问緬”. 
它从1852年由 F , Guthrie 提出后，直到本世纪七十年代才借助计 

箅 机得到肯定性的解答+ 

地图着色问题同一笔画问题一样，也具有“拓扑” 特性： 它与度 
量(区域的面积、边界线的松度等)和形状都没有关系，关键是区域 
的个数和它们的邻接关系;地图经过变形(缩放或作各种投影）所 
需颜色数不变 - 

Euler 多面体定理 



这是立体几何中的一个有名的定理:凸多面体的面数/，棱数 
/和顶点数 w 满足 Euler 公式 



= 2 * 


表面上看•似乎它和一笔画、地图着色问题不一样，凸多面体是平 
直图形，不能随意变形.但只要对 Euler 多面体定理稍加推广，就 


可看出它的“拓扑”特性了. 



图4 


把多面体放进一个大球体 

内，使球心在多面体内部.于 
是，从球心作的中心投影把凸 
多面体的棱映射成球面上的曲 
线(实际上是大圆弧），顶点映 
成球面上的点.这些点和大圆 
弧构成球面上的一个团（网络) 
(图4〉，它把球面分割成/块， 
有/条枝（大圆弧）和 n 个节 
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一般地，球面上的图是由球面上有限个点（称为 节点) 和有限 
条曲线(称为枝)所构成的图形，它必须 满足： 

(1) 每条枝的端点是两个不同节点； 

(2) 不同的枝不交叉，即不相交于 内点； 


(3) 每条枝不自交. 


Euler 定理可以推广为 

定理1球面上一个连通的图的节点数^枝数/以及它分割 

球面所成的面块数/满足公式 

/ — I -\- v — 2 . 


这种推广了的 Euler 定理具有拓扑特性 ; 一方面，当图在球面 
上变形时，和 r 这3个数不会 变化； 另一方面，当球面本身变 
形时(其上图也随着变形 )/7 和 u 也不会变化.球面可以变形为 
椭球面、葫芦形或其他各种形状的曲面，对这些曲面定理1照样成 
立*但有的曲面不能由球面变形面得到，例如环面.事实上定理1 
对环面不适用，相应的定理为 _ 


定理 2 环面上一个连通图若分割环面成一些简单面块(即 
没有洞的面块），则面块数/，图的枝数/和节点数 p 满足公式 

/ 一 / + u = 0. 

对于更复杂一些的曲面， f-t + v 是个负数.以上的事实说 
明整数/ 一 / + ^与曲面上(适合条件的）图的选择无关，完全由曲 
面本身决定,这个数被称为曲面的 Euler 轚，它反映出曲面的一种 
几何性质，当曲面被变形时，它是不会改变的. 

以上几个问题显示出几何图形的一类特别的几何性质，它们 
涉及到图形在整体结构上的特性，这就是“拓扑性质” •显然，它们 
与几何图形的大小、形状，以及所含线段的曲直等等都无关，也就 
不能用普通的几何方法来 t 处理，需要有一种新的几何学来研究它 
们，这个新学科就是拓扑学(希文 Topology 的译音).也有人形象 

地称它为橡皮几何学，因为它研究的性质在图形作弹性形变时是 
不会改变的+ 

现在我们对拓扑性质作进一步的分析.如前所述，既然拓扑性 
质体现的是图形整体结构上的特性，可以随意地把图形作变形(如 
挤压、拉伸或扭曲等等），只要不把它撕裂，不发生粘连，从面不破 
坏其整体结构，拓扑性质将保持 不变. 把上述变形称为图形的“拓 
扑变换 '那 么拓扑性质就是几何图形在作拓扑变换时保持不变的 
性质_拓扑变换可用集合与映射的语言给出确切的描述.把图形 
M 变形为 MS 就是给出 M 到都看作点集）的一个 一一 对应 
(因而不出现重叠现象，并不产生新点)/ * M — 并且/连续 
(表示不撕裂）,:此 — Af 也连续(表示不粘连) •这 里所说的连 
续就是分析学中的连续概念，可用距离概念刻画.简单地说:从图 
形 A / 到 JVT 的一个 一一 对应/，如果/与广 1 都是连续的，就称/ 
为从到好的一个拓扑变换，并称 M 与是同 K 的.于是，拓 
扑性质也就是同胚的图形所共同具有的几何性质.拓扑学中往往 
对同胚的图形不加区别，因为它们的拓扑性质是一样的 + 

上面从拓扑变换或同胚概念来描述拓扑性质.反过来拓扑性 



质又是研究图形同胚问题的一个有力武器.判断两个图形是否同 
胚，这自然是拓扑学的一个基本问题.如果能构造从 M 到好的拓 
扑变换，当然於与；^同胚，可是当经过努力而构造不出拓扑变换 
时，我们并不能由此认定 M 与 AT 不同胚•断定不同胚的有效途径 
是比较它们的拓扑性质，如果它们有不相同的拓扑性质，则它们一 
定不同胚.例如日字形和田字形不同胚，因为前者能一笔写出，后 
者不能.又如球面与环面的 Euler 数不相等，因此它们不同胚+因 

此，寻找和研究图形的各种各样的拓扑性质是拓扑学的基本的研 
究课题 ■ 

规定拓扑变换时，映射的连续性是关键概念，因而它也是整个 
拓扑学的基本概念.也可以说拓扑学是研究连续现象的数学分支- 
连续性也是分析学的最基本的概念，因面拓扑学和分析学有着十 
分密切的关系.拓扑学的概念、结果和方法广泛地应用到分析学的 
各个领域中.特别是分析学中只和连续概念相关(而与可微性无 
关）的那些问题本质上都是拓扑问题.著名的 Brouwer 不动点定 
理就是其中的一个例子.把 n 维欧氏空间中的子集 

D n ：= { ： 2 ,… ，工 J j < 1 } 

* =] 

称为没维单位 球体. Brouwer 定 理说： if 到自身的连续映射 
/i IT—IT 一定有不动点，即存在点 zeiT , 使得 fix ) - x . 

当 n = l 时，不难用闭区间上连续函数的性质证明此定理(请读者 
自己证明)■当 n >2 时，就不好 办了. 由于定理中/只是连续的，因 
此分析学中与微分有关的工具都是用不上的.本书中将用基本群 
和同调群作为工具给出它的证明， 

另一个例子是 Jordan 曲线定理.简略地讲,该定理说平而(或 
球而)被它上面的一条简单闭曲线分割为两 部分. 这是一个应用广 
泛的著名定理，直观上容易接受，仿佛是不证自明的.但仔细想想， 
会发现它并不简单 * 首先定理怎样用严谨的数学语言叙述?为此必 
须用到拓扑学的术语，如简单闭曲线就是与圆周同胚的图形，它在 



几何上可以是相当复杂的;所谓“被分割为两部分”，则要用拓扑概 
念“ 连通” 来严格叙述.定理不但需要证明，并且还不是三言两语所 
能完成的.我们在本书的第四章中将以基本群为工具给出它的一 
个证明. 

随着学习的深入，读者还将见到许多有趣的应用拓扑学解决 
分析学问题的例子.拓扑学与微分几何、动力系统等学科也都有着 
十分密切的联系. 

拓扑学是一门年青而富有生命力的学科.它萌发子17、18世 
纪，但到19世纪末才开始得到发展.本世纪以来，拓扑学是数学中 
发展最迅猛,研究成果最丰富的研究领域，成为十分重要的数学基 
础学科.拓扑学有多个研究方向，早期分为一般拓扑学和代数拓扑 
学，后来又出现了微分拓扑学和低维流形等研究方向.本书是代数 
拓扑学的入门教材，重点是介绍代数拓扑学中最简单的内容和一 
些基础知识.但我们也需要介绍拓扑空间和连续映射等最基础的 
拓扑学概念.如前所述，拓扑学是用抽象的语言和公理化的方式来 
阐述其概念的.特别是广泛使用集合论的语言.我们希望读者先要 
有较好的有关集合论的基础 知识. 下面择要介绍本书中最常用的 
有关集合与映射的概念和性质,既为学习正文作准备，也是为了统 
一 术语和符号. 

1. 集合的运算 

常用记号 

设 X 是非空集合，记是 X 的全体子集(包南 X 及空集 0) 
的集合，称为 X 的幂集. 

一点■^构成的集合记作 

xeA 表示 r 是集合> 1 中的一个元素 ■ 

Te / u 或 I 在 4) 表示: r 不是集合/ I 的元素 ■ 

ACB 表示 A 包含于 iK 含 A = B 的情形 ）• 

表示 A 不包含于即4中有不属于 S 的元素. 

现在列出2^中的几种运算及它们的性质， 


交门如 AHiJ 是 A 和 if 之交； f | A 表示集合族{儿|把 
中所有集合之交， 

并 U 如 > lUi ? 是 A 和召之并; ^ LJa a 表示集合族 

A} 中所有集合之并. 

交并运算各自都满足交换律与结合律* 

交与并有分 配律： 

(1) B un^=n (B U AJ ； 

a^A A 

(2) if n U = U (iJ n^>- 

XeA At A 

差\ A\B 表示属于 >1 而不属于 S 的元素的集合 • 

余集 # '= X \ A . 

显然 

De Morgan 公式： 

( 3 ) B\{jA^f](B\A^ ； 

A ieA 

v AeA X^A 

特别当 if=x 为全集时， （3) 和 (4) 分别变为 

A £ A 

(6)( 门4广 =| J 瓜 

^eA 

2. 映射 

设 x 和 r 都是集合，映射/: x-r 是一个对应关系，使 

kex, 对应着 y 中的一点 /u) (称为工的像点). 

若 ACX， 记 /C 4):={/ U) Uea}， 是 r 的一个子集，称为 
4在/下的像•若 iiCY， 记广 Kio:^ uexi/Cr)eB}， 称为方 

在/下的完全原像(或简称原像). 

当 /(x)=y 时,称/是满的;若 x 中不同点的像点也不同， 

则称/是单的.既单又满的映射称为一一对应.当/是 一一 对应 


时，它就有一个逆映射，记作 /' 此时， VSCZF，/—(S) 有两种理 
解4在/下的 原像; 5在/- 1 下的像，它们的意义是一致的. 

关于/下的像.与原像有如下 规律： 

⑴广 1 ( U ^) = U /- 1 ⑻ 

A € il 

(2) f 1 (n " 门广 1 iB ,)； 

A /I 

(3) /-(^) - (/_\B)y ; 

C4) f~\B\P) - , 

(5) /( |J 山 ） =U/ 

A A 

(6) /( p|AO(=p[/ (九），当 / 单时为相等； 

ie a 

(7) /(/-KS)) CB， 当 / 满时为相等 f 

(8) /-KAA)) 3 当 /, 单时为相等 + 

设/ : 和尽： y—z 都是映射， / 与发的复合（或称乘 

积)是X到 Z 的映射，记作及 。 : X — Z ， 规定为 g 9 fU ')^ 

^(/(x)),v^ex- 则有 

(9) g^> f(A)^g{f(.A)) } 

(10) ( g ^ f )- ] ( B )= f -^ g -^ B )). 

集合 X 到自身的恒同映射(保持每一点不变)记作 icU : X— 
义(常简记为 id ), 若/; X^y 是映射， ACX ， 规定/在 j 上的限 
制为 /| A : Z — y ，V 2 G 4，/| ACr) 二 /(X ),记。 A— X 为包 
含映射，即 V i G A ^ iix ') ― x ,于是，/ = id \ A f /\A = f ^ i . 

3. 笛卡儿积 

设1 和义 都是集合，称集合 

x X z 有序偶(工，？） b 6 x,y ^ Y } 

为尤与 A 的笛卡儿积+称: r 和: y 为(: r，：y) 的坐标. 

找 个集合的笛卡儿积 X ' XW …乂 X n 可类似地定义. 

A t _, 

记义 11 = X XJ^X …XX 例如及 a = { ，…，：0 1 ： r. 6 及 }, 


称的子集 

AiX) ^ { (x ， x') I V x € X} 

为对角子集(常简记作 4). 

4. 等价关糸 

集合 X 上的一个关系及是 XXX 的一个子集，当穴 
时，说: r : 与:相关，记作 xi FLa * 

集合 X 的一个关系 i ? 称为等价关系，如果满足： 

(1) 自 反性： VieX ，: r ^ r ( gpd ( X ) CJ?) f 

(2) 对称性：若工/：^，则：； 

(3) 传递性：若，^2尺々，则 A 办 V 

等价关系常用〜表示，如 ^ Rx z 记作^ 〜 称为^等价于 
当 X 上有等价关系〜时，可把 X 分成许多 子集: 凡是互相等价 

的点属同一子集.称每个子集为〜个〜等价类，记 X /〜是全部等 
价类的集合，称为 X 关于〜的商集 ，V xGX 所在等价类记作 〈: r ). 

子是 

X/-= (<^>|xe X), 
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第一章拓扑空间与连续映射 


引言中我们已经在欧氏空间及其子集的范围内说明了什么是 
图形间的拓扑变换，什么是图形的拓扑性质.但是，许多数学分支 


的活动范围早已突破了欧氏空间的限制，甚至也超出了度量空间 
的领域，拓扑学作为这些数学分支的基础，必须研究更加一般的空 
间.现在我们要找一种能用半刻画拓扑性质的新的空间结构，以替 
代欧氏结构和度量结构.这神新结构就是所谓拓扑结构. 


§ 1拓扑空间 


映射的连续性是刻画拓扑变换的关键概念，因此我们寻找的 
新结构要能用来刻画连续性概念.先回颐数学分析中函数连续性 
是怎么规定的. 

设 f : E ^ 是一个函数，/在^处连续的含义有 
多种描述方法，例 如： 

用序列语言:如果序列 U H } 收敛到則序列 {/ OrJ } 收敛到 

fix, ) ； 

用语言 :对任 意正数 e >0, 总可找到 S >0, 使得当 b — ^ | 
<3时， |/ Cr )-/ U ) Ke ; 

用开集语 官:若 V 是包含 fix , ) 的开集①，则存在包含^的开 

集山使得 f ( U ) OV , 

法用到 E 1 中的距离概念;序列方法用的也是距离，因为 
收敛到 A 也就是—: r 。 .因此，这两种方法可直接用来 


①中的开集就是能表示成开区间的并集的那些子集. 
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规定度量空间之间映射的连续性.第三种方法则绕幵 r 度最，苜接 
用 f 中的开集刻画连续性 +于是 ，只要知道图形的哪些子 集是开 
集，就可规定映射的连续性概念.所谓拓扑空间就是具有开集结构 

的空间. 


M 拓扑空间的定义 / 

. 设 X 是一个非空集合，记是 X 的幕集，即以叉的所有于 
集(包含空集0和 X 自己)为成员的集合 •把 f 的子集(即以 X 的 
一部分子集为成员的集合)称为 X 的子集族. 

定义 L 1 设叉是一非空集合 + X 的一个子集族 r 称为 X 的 
一 个拓扑，如果它满足 

(1) 都包含在 r 中； 

(2) r 中任意多个成员的并集仍在 r 中； 

(3> r 中有限多个成员的交集仍在 r 中. 

集合 X 和它的一个拓扑 r 一起称为一个拓扑空间，记作 ( X ， r ). 称 
r 中的成员为这个拓扑空间的开集- 

定义中的三个条件称为拓扑公理. （3) 可等价地换为 
(3 f ) r 中两个成员的交集仍在 r 中. 

(3) 蕴含(30,另一方面容易用归纳法从 (30 推出 （3), 

从定义看出，给出集合的一个拓扑就是规定它的哪些子集是 
开集,这种规定不是任意的，必须满足三条拓扑公理,但是一般来 
说一个集合上可以规定许多不相同的拓扑，因此说到一个拓扑空 
间时，要同时指明集合及所规定的拓扑.以后在不会引起误解的情 
况下，也常常只用集合来称呼一个拓扑空间，如拓扑空间 X ，拓扑 
空间 y 等_ 

设 X 是一非空集合 • 显然浐 构成 X 上的拓扑，称为 X 上的 
离散拓扑；（叉,0 } 也是 X 上的拓扑，称为 X 上的平凡拓扑.当 X 

中包含多于一个点时，这两个拓扑不相同，并且 X 还有许多别的 
拓扑. 例如设 贝! HX ,0，{ a }}， { X ,0 Aa , h }) AX , 


0上}山,6})都是又上的拓扑;但以，0山},{川不是拓扑，因 
为条件 (2) 不满足;读者还可找到许多别的拓扑 - 

设 L , r £ 是集合 X 上的两个拓扑，如果，则说 r 2 比 ri 大 

(或说^比^精细).离散拓扑比任何别的拓扑都大，而平凡拓扑 

比别的拓扑都小- 

下面给出几个有用的例子- 

例 1设 X 是无穷集合，是 X 的有限子集} U 

■ 

{ ，则不难验证 r r 是 X 的一个拓扑，称为 X 上的 余有限 拓扑. 

例2 设 X 是不可数无穷集合是 X 的可数子集 } 
U {0} ，则^也是 X 的拓扑，称为 余可数拓扑. 

例3 设 B 是全体实数的集合，规定 r ,= 07 W 是若干 个幵区 
间的并集}，这里“若干"可以是无穷，有限，也可以是零，因此 
r £ .则 r , 是 《 上的拓扑，称为 / f 上的欧 氏拓扑 • 记 E 1 = ( X ， 认 

现在，对 if 已规定了五个拓 扑:平 凡拓扑 h 离散拓扑 r s ，余有 
限拓扑以，余可数拓扑^和欧氏拓扑^ r , 小于 r , 和 r ,, 而与 n 
不能比较大小. 

12 度量拓扑 

集合 X 上的一个度量 d 是一个映射 d : XXX — Ji ， 它满足 

(1) 正 定性： 

d (: r ， >)>0,当 x ^ y ; 

(2) 对 称性： dix J y ) = d { y ^ x ') 

(3) 三角不 等式： 

dix ^ z ) ^ d ( jr f y ) + diy t z ) 9 V * 7 ：，： y，2 G 兄 

当集合 X 上规定了一个度量 d 总，称 为度量 空间， 记作 

例4记 /?"= {( j ^， i 2 ，…， x „) | j ： f 6 J !“ = l ， …规定 P 上 

的度量 ci 为： 
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^ C ( jr x ,*** ，^) = 

不难验 证< /满足 （1),(2)，（3),记£"=(*%3)，称为1|维欧氏空 

间. 

设是一个度量空间，我们来规定 X 的一个拓扑. 

设心 ex # 是一正数，称又的子集 



BO 0 ， e) := {i 6 X\dix^^x') < e} 

为以 〜为心 K 为半径的球 



形邻域. 

引理 （ X ， rf ) 的任意 
两个球形邻域的交集是若 
干球形邻域的并集. 

证明设 = n (工 I * €| ) 

nsu 2 ， e 3 ). v 工 et /, 则 

£ t — d ( xiXt ) > 0 = 1， 2)* 

记 h = min 4 q — d 2 ， a ) ， 



e 厂 } (图 1-1)， 不 

难验证 SUtdCtA 于是 


U = UifO ，。)， I 

^ev 

规定 X 的子集族 {[/ | C 7 是若干个球形邻域的并集 f . 

命题 1.1 G 是 X 上的一个拓扑 • 

证明〜满足拓扑公理 （1) 和<2)是明显的•下面验证满足 

拓扑公理 (3). 

设 记! 7 = U 召 = U 趴 ■则 

* 

ur \ u f =( n (( j & dZ )) 

= U n BCx ” 氐乒 )) 

A 夕 
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根据引理，对任何 (二，1川5(工“4)6〜.再由拓扑公理 
(2)，得出 t / ntreq . I 

称 r , 为 X 上由度量 d 决定的度置 拓扑. 每个度量空间都自然 


地看成具有度量拓扑的拓扑空间，从而欧氏空间 £" 也是拓扑空间 
(其度量拓扑称为欧氏拓扑).从这个意义上讲，拓扑空间是欧氏空 


间和度量空间的推广+三条拓扑公理也正是从度量空间的开集所 
具有的最基本的性质中抽象出来的. 


13拓扑空间中的几个基本概念 


下面要讲的几个基本的拓扑概念在欧氏空间和度量空间中都 
已出现过，但现在用开集槪念来规定它们. 

1. m 集 

定义 1.2 拓扑空间尤的一个子集3称为 闭集 ，如果是 
开集. 

也就是说，闭集就是开集的余集，反过来开集一定是一个闭集 
的余集.例如在离散拓扑空间中，任何子集都是开集，从而任何子 
集也都是闭集;平凡拓扑空间 X 中，只有两个 闭集: 和0 

在 冲 ，闭集或是 X ，或为有限集 ^( if ， r ,) 中的闭集是 
X 或可数集. 

命题 1.2 拓扑空间的闭集满足 ； 

(1) X 与0都是闭集 f 

(2) 任意多个闭集的交集是 闭集； 

(3) 有限个闭集的并集是闭集. 

证明这是由三条拓扑公理推出的， （2) 和（3>分别由拓扑公 
理（ 2 )和（ 3 )应用 De Morgan 公式推氐. （1) 是因为 0 和 X 都是开 

集 . I 

2. 邻域、内点和内部 

定义 1.3 设 d 是拓扑空间 X 的一个子集，点: rGA 如果存 
在开集 t /， 使榑 xet / C 儿则称; T 是』 的一个 内点， A 是: r 的一个 
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t? 


邻域 . 4 的所有内点的集合称为 4 的内部，记作 A (或 


白 




命题 1.3 (1) 若则 AC.B 


* 


o 


(2) 4是包含在4中的所有开集的并集，因此是包含在 A 中 


的最大开集 


4 


0 


(3) A 




A 



是开集 


(4) ( AClB ) 




o 


Af]B 


+ 


CN 


a 


(5) ( AUBYZ ) A u B . 


证明 


ci ) 若 i 是 a 的内点，取开集 u 使得 aeuc / u 因为 


所以 C 7 C ： S , 于是 T 也是 B 的内点，这样，4的内点都是 S 


D 


Q 


的内点， a 匚& 

(2) 记是包含在 A 中的所有开集构成的子集族_ 


根据定义，儿则: r 为 a 的内点）.因此 

LM 


1反之，若 A ， 由定义 d 必属于某个从而 \Ju 




Z ) 于是 \Ju 




Hf 


D 


(3) 由 （2) 知， 4 是开集，若4=4,则 A 也是 开集; 反之，当 




A 是开集时，由 （2) 推出 A 


A 




(4) 对 MfliO 匚 A 用（1)，得 G 4 riiO e C ： d ; 同理有 


a 


a 


o 


a 


c 


CS ， 得到对 Mf 15)]40 JS 用 （1)， 得到 


-o 


t2 


a 


D 


(3(1沿°3(4(1占）° = 乂(1占<等号根据（3))_ 




a 


(5) 因为 4 US 是包含在 4 US 中的开集，根据结论（2)， 


a 




有 G 4 U 5)°： D 4 US . 

用归纳法，从 u ) 可推出 （ 六土卜人.但对无穷多个子 


=1 




集的交集相应结果不成立.一般地 (5) 不能把包含号改为等号.请 
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读者自己找出反例. 

3. 聚点与闭包 

定义 1.4 设/ I 是拓扑空间 X 的子集，如果 T 的每个 
邻域都含有 A \ U } 中的点，则称 工为 A 的聚点 . d 的所有聚点的 

集合称治4的导集，记作称集合瓦为4的 闭包+ 

由定义不难推出的任一邻域与 A 都有交点. 
闭包与内部这两个概念有密切关系，具体表现力 
命 S 1-4 若拓扑空间 X 的子集/ I 与 i ? 互为余集，则 Z 与 

£互为余集. 

证明 r G 无<==^>工有邻域与 Z 不相交 

有邻域包含在 S 中 
^^7是 S 的内点， 

因此孑=公. | 

命理 1-5 ⑴若 ACS ， 则孑 CS ; 

(2) Z 是所有包含4的闭集的交集，所以是包含 Z 的最小的 
闭集； 

(3) A =^ A^=^A 是闭集； 

(4) AUB=ZUBf ‘ 

(5) AC \ B (^ AC ] B . 

证明留给读者.（可用命题 1. 3的结果，或用其方法 .） 

聚点的概念在欧氏空间中早已 出现. 要注意现在的推广概念 

在意义上已发生一些改变*欧氏空间中集合 A 的聚点的近旁确实 

聚集了 / I 的无穷多个点，因此有限集是没有聚点的.而在拓扑空 
间中则不然 • 例如设 { a ， b ， c } ，规定拓扑为 r = { X ，0 T { a }} ，则 

当 { a } 时，6和 c 都是 Z 的聚点，因力 A 或 c 的邻域只有 X — 

个，它包含不是 A 的聚点 ，因为 A \{ a > = 0. 

拓扑空间 X 的子集4称为稿密的，如果 A = X , 如果 X 有可 

数的稠密子集，则称 X 是可分拓扑空间. 
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例如， （/?,&) 是可分的，事实上它的任一无穷子集都是稠密 
的，有理数集 G 是它的一个可数稠密子集；不是可分的，因 
为它的任一可数集都是闭集，不可能稠密. 

4. 序列的收敛性 

在数学分析中，序列收敛的概念是很基本的 * 拓扑空间中也可 
推广这个概念，但它失去了一些重要的性质- 

设&,々，…，二，…（或简单地记作 UJ ) 是拓扑空间 X 中点 
的序列，如杲点的任一邻域 C / 都包含的几乎所有项 
(即只有有限个^不在 f / 中; 或存在正整数使得当《>况时， 

■ rAf /) ，则说彳心}收敎到 X 。，记作〜 

拓扑空间中的序列可能收敛到多个点.例如(《，〜)中，只要序 
列的项两两不同，则任一点的邻域(必是有限集的余 
集)包含 {&} 的几乎所有项，从而 X . 

数学分析中，当点1是集合 A 的聚点时 Jij A 中有序列收敛 
到1在拓扑空间中这一性质不再成立.例如在 u ， r t ) 中， 

对几乎所有习题 13) .设 A 是一个不可数真子集， 
于是万=*(因为包含 A 的闭集只有 /?) •取 xeA ， 则是 A 的聚 
点，但 A 中任一序列不可能收敛到: r . 

由于拓扑空间中的序列收敛性出现这些不正常现象，它也就 
失去了重要性+ 

1-4 子空间 

设 A 是拓扑空间 ( X , r ) 的一个非空子集， 

定义 1 .S 规定 的子集族 

t a ^={U H A\U e rk 

容易验证 h 是 A 上的一个拓扑，称为 r 导出的 A 上的子空间拓 
扑， 称 ( A ，为 Of ， r ) 的子空间. 

以后，对拓扑空间的子集都将看作拓扑空间，即子 空间， 
现在设 A 是拓扑空间 ( X ， r ) 的子集，£又是4的子集.于是 S 
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有两个途径得到子空间拓 扑:直 接作为 X 的子空间和看作 （ A ， r,) 
的子空间.事实上它们是一样的，记 ( h ) s 是^导出的 B 上的拓 
扑，则 






n b\v e r ,} - \xu n n e 



对于度量空间 ( xy ) 的子集>1，也有两神途径得到拓扑:一种 
途径是直接看作 ( x ， r rf ) 的子 空间； 另一种途径是由在 A 上的限 
制得到>1上的度 量^ / a ，它决定 A 的度量拓朴+这两个拓扑也是相 
同的(证明略). 

对于子空间 A 的子集 U ， 笼统地说是不是开集意义就不明 

确了，必须说明在4中看还是在全空间中看，这两者是不同的 . 例 

如 ，五 1 是於的子空间，开区间 （[ M ) 在 E 1 中是开集 ，而在 中不 

是开集.因此开集概念是相对概念.同样，闭集、邻域、内点、内部、 

聚点和闭包等等概念也都是相对概念. 

命 S 1. 6设 X 是拓扑空间, CCACX , 则 C 是 A 的闭集 

是 A 与 X 的一个闭集之交集， 

证明 C 是乂的闭集是乂的开集 

存在 X 中开集 f ；， 使得 A \ C = Uf]A 
存在 X 中开集 f ；， 使得 C = U ^ f\A 
<^ C 是 X 中一个闭集与>1 之交集 .I 
命题 1.7 设 X 是拓扑空间，则 

(1) 若 B 是 X 的开（闭）集，则 S 也是 Z 的开（闭) 集； 

(2) 若4是 X 的开(闭）集是 A 的开(闭)集，则 B 也是 X 

的开（闭)集. 

证明 （1) 5 = 5114,因此当 S 是 X 的开（闭)集时，根据子 
空间拓扑的定义(命题 1. 6 ), B 也是 A 的开(闭)集， 

(2) 设 B 是4的开（闭）集 ，根 据子空间拓扑的定义（命题 

1*6)，存在 X 的开（闭）集 t /， 使得 £ = f / n 九而4也是 X 中开 
(:闭)集，因此方是 X 的开(闭）集_ | 


1 S 


习 


1. 写出集合/=(〜6> 的所有拓扑 i 

2 . 设 X 的 K 列子集族是+是拓扑？如果不是， 

诮添加最少的子集，使它成为拓扑， 

(1 } {X ， 0 ， {j:} , {y^z}} ; 

(2) H 0 ， { jT ^ y }, { x ^}}； 

(3) ( X ，0 ， { x f y } , { xfz )^ { y ^ z } }, 

3. 规定实数集 J ? 上的 f 集族 r = ;( 一 co , a ) I — 

+ ( ti = 一 00,则（一 CO ， a ) 表示 0 + ⑺，则 （一 oo ， a ) 

证贫 r 是 if 上的一个拓扑. 

4. 设 r 是 X 上的拓扑， A 是 X 的一个子集，规定 

〆 = M U V\V 6 rf U { 0 K 

证明/也是 X 上的拓扑. 

5. 设 n ， r E 都是 X 上的拓扑，证明 a H r 2 也是 X 上的拓扑* 

6* £ 2 的子集 M H ： r，sm 士) ：;： 6 (0，1)卜求足 

7. «上规定第3题中的拓扑，子集{0}，求万. 

8. 在度量空间中，记 Bi > Q ， e ]= uexku ^)< d 证明 

机 A . e ] 是闭集.举例说明力不一定成立- 

9* 设4和5都是拓扑空间 X 的子集，并且 A 是开集.证明 

xn 5 匚 ] ¥fT^. 

10. 设忒，…， A 都是 X 的闭集，并且 X 二 Cj 4-证明 

-=*1 

召 CZX 是 X 的闭集是斗（—1，2 的 闭集. 

1〗.设 r 是拓扑空间 x 的子空间， zczr T ier . 证 明：在 x 
中，: r 是 d 的聚点在 F 中，^:是4的聚点， 

12 - 设 X 是拓扑空间 jCdCX •记分别为 B 在 A 
中的闭包和内部.瓦 A 分别为石在 X 中的闭包和内部.证明 
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ci) 

( 2 ) B a = A\(A\B); 

(3) 如果 4 是 x 的开集，则 k - h . 

13. 设是 (/f A ) 中的一个序列.证明存在正 
整数 AM 吏得当 n > N 时 , A = L 

14. 设 r 是第 3 题中的拓扑，证明 (J ， r) 是可分的. 

15. 证明： A 是拓扑空间 X 的稠密子集的每个非空 
开集与/ I 相交非空- 

16. 若是 X 的稠密子集, S 是 /I 的稠密子集，则石也是 X 
的稠密子集. 

17. 若 /I 和 S 都是 X 的稠密子集，并旦 A 是开集，则 4HS 
也是 X 的稠密子集+ 


§2连续映射与同胚映射 


连续映射是拓扑学中另一个最基本的概念和研究对象. 

■ 

M 连续映射的定义 

和分析学中一样，连续性是一种局部性概念. 

定义 1.6 设 x 和 y 都是拓扑空间是一个映射 ^ 

亡^如果对于^中/^^的任一邻域匕广弋…总是丈的邻域凋 

说/在 ^ 处 连续. 

容易看出，如果把定义中“任一邻域改成任一开邻城V” 
(即包含 /o：) 的任一开集 v) ，那么定义的意义不变.因此/在点 
工 处连续也就是“对包含 /u ) 的每个开集必存在包含^的开 
集 U ，使得 /OOCV”， 这就是§ 1中连续性定义的开集语言. 

命理 1.8 设是一映射， A 是 X 的子集记 

: 是/在4上的限制，则 
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(1) 如果 / 在 1 连续，则八在: T 也连续 I 

(2) 若 X 是: r 的邻域，则当 A 在: T 连续时，/在1也连续. 

证明⑴设 V 是 AG )=/ U ) 的邻域，则广是 X 在 
x 中的邻域，即存在开集!7,使得 xet / c /- ] ao . 而//(；0 = 
An / 3 ooiDAnt /， 这里 ant / 是 a 的包含: t 的开集.这就验证 
了 a 在 x 的连续性. 

<2)设 v 是 / u ) 的邻域，根据条件存在 x 中的开集，使 
得:■设 *74= f / rM ， 其中 u 是 x 的 

开集.则17门4也是/的开集，且工6[川义匚!^[/ KV )- 因此 
/在 I 连续 .I 

此命题的 (2) 说明/在某点1处的连续性只与/在: T 附近的 
情形有关> - 

定义 1.7 如果映射 Y 在任 -点 处都连续，则 

说/是连续映射， 

连续映射其有“整体性”的描述方式. 

定理 1.1 设是映射，下列各条件互相 等价： 

(1) /是连续 映射； 

(2) r 的任- 开集在 /下的原像是 X 的开集； 

(3) r 的任-闭集在/下的原像是； f 的闭集 - 

证明 （ i )= X 2) 设 v 是 r 的开集， f _；=/ - ao . v ^ ef /, 
F 是 / U ) 的邻域，由于/在^:连续是17的内点.由 I 的任意 

性, t /= f > 是开集 • 

(2) -^-(3)设 F 是 y 的闭集，则 F 是开集，因此广 i ( 尸) 
是 X 的开集+于是广 XFX 广\尸） y 是 X 的闭集 ■ 

(3) =-(1)要说明/在任一点; rex 处连续•设 F 是/( X ) 

的邻域，因为 /-vf ) = (/_ ■( ohoy 是开集（闭集 

( vy 的原像/ '( f )。) 是闭集），且又6广所以 t / 是 x 

的邻域.由定义，/在1连续 .I 
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虽然拓扑空间中也有序列收敛的概念，但不能用它来刻画连 
续性.事实上，如果/: x — y 在 xex 处连续，则当 Bt ， 必 
有 / GO —/ U ) (习题 9) .但逆命题不成立.例如设/ : 是 

单映射，其中 x 是具有余可数拓扑的不可数空间， y 是离散拓扑 
空间.于是，当 x 中序列^时，对充分大的《，有^=1，从而 
/ oo —/ u ). 但/在 I 并不连续， {/&)} 是 /&) 的邻域，但其原 

像为 UK 因为/是单的），并不是^的邻域， 


2.2 连 续映射的性质 

先指出几个简单而常见的连续映射. 

显然 ，恒同映射 id : 即 KKd = r ， V ： reX ) 是连续映 

射- 

设4是 X 的子空间，记… A - X 是包含映射（即 = 〜 

则 E 是连续 映射，因为当 t / 是叉的开集时， rHt /)- 
ant ； 是4的开集. 

如果厂 x — y 是常 值映射 ，即 /( x ) 是 y 中一点>则/连 
续，因为广^卜沿若 > ev ), 或广 ^)=0( 若 

如果 x 是离散拓扑空间，或 y 是平凡拓扑空间，则/: x—F 
一 定是连续的. 

命 SL 9 设 x ， y 和 z 都是拓扑空间，映射/: x — y 在 x 
处连续: y - z 在 / a ) 处连续，则复合映射 g 小 x — z 在 x 
连续. 

证明。 f )( x ) 对于它的任一邻域 w ， 由于足 

在 / U ) 连续，厂 1 W ) 是/ ( X )的 邻域； 又由于/在^连续， 
广 HfHWOXr /)_ W ) 是 r 的邻域.这就证明了结论 . i 

由此命题推出，两个连续映射的复合也是连续映射.用此结论 
可给出命题 1. 8中 a ) 的另一个证明./在 z 上的限制 f A = 卜“ 
由/和 /的连 续得到 A 连续. 

设 嘗匚 2 X 是拓扑空间 X 的子集族,称貧是叉的一个覆叢， 
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如果 \ J C - X (即 Viex 至少包含在 i 的一个成员中).如果覆 

re < ' 

盖 w 的每个成员都是开（闭）集，则称 w 为开（闭）覆盖;覆盖@ 
只包含有限个成员时，称％是有限覆盖. 

定理 1.2( 粘接引理）设 M ,， 為，…，凡丨是 x 的一个有限闭 
覆盖 . 如果映射/: x — y 在每个 a 上的限制都是连续的，则/是 
连续映射. 

证明只要验证 y 的每个闭集的原像是闭集.设 s 是 y 的闭 
集，记/:%是/在 a 上的限制，则 

h n 

/-】（£) n A> = UA ,(B >' 

P=1 T-I 

W ，/+ 是连续的，因此是 a 的闭集.又因为 A 是 X 的闭 
集，所以 yv ( s ) 也是 x 的闭集(命题 l 7中⑵）./- 1 (万)作为有 
限个闭集的并集也是闭集 .■ 

粘接引理是判断映射连续性的一种有效方法，它还是分片地 
构造连续映射的依据. 


2.3 同胚映射 


定义 L 8 


如果/ 





y 是 


对应，并旦/及其逆/ 


1 


y — x 都是连续的，则称/是一个同胚映射，或称拓扑变换，或简 
称同胚.当存在 x 到 r 的同胚映射时，就称 x 与 y 同胚，记作 x 


t 值得提醒的是同胚映射中条件连续不可忽视，它不能从 
一一 对应和/连续推出.例如设义是复平面上的单位圆周，规定 
/: 为 /(o te 1 '则/是 一一 对应，并旦连续，但广 1 

I 

不连续.譬如 [ o ,|) 是 [0,1) 的开集，但是= 

/ j [ o ? y)j 是包含1的上半圆，1不是它的内点，因此不是开集 
(图 1-2), 


24 


1-2 


在令体拓扑空间集合内的同胚关系是一个等价关系，其自反 
性、对称性与传递性分別基尸以下明显事 实:恒 同映射 id : X-X 
是同胚映射；如果/是同胚映射，则/ 1 也是同胚 映射; 两个同胚 

映射的复合也 是同盹 映射. 

现在举几个同胚映射的例子. 

例 1开区间(作为 f 1 的子空间）同胚于 


如 




到 P 的同胚映射/可规定为 ; 



例2 P 中的单位球体|^|①丨的内部> 


同胚于同胚映射/: F 可规 定为： fix ) - 

v t e 心.它的逆映 射为： 





( y ) 


: y 




e ^ 


^\{ o }^ r \ D tt ( o 为原点) 



① ll “_ ll 表水 p 中的点』的苊数，即: r 到原点 G 的距离. 
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/■:土1> 




/( 



闬 1-3 


式为 


规定 / : 为 

/ U ) =x + |^ t 其几何意义为每 

—点背向原点0移动单位长，则/ 
是 一一 '对应，并且连续 ./ m 是每一 

点朝 O 移动单位长，也是连续的 

(图 1-3)- 

例4 球面 V ® 去掉一点后与 
E 2 同胚 .球极投射就 是把去掉北极 
点的球面映射到赤道平面的一个同 
胚映射（见图1-4)，它的分析表达 




JC 


Z 


:V 


\ 









图 1-4 

例5 任何凸多边形(包含内部)都互相同胚- 
以一个五边形 ABCDE 与三角形为例，同胚映射可规 
定如下 ：连结 BD 和，在 AC ' 上取两点圮和打，连结杖灯和 
B f E \ 于是五边形和三角形都被分割为三个三角形*它们分别记 
作兄和(见图 1-5). 由相应点对的对应关系 W 
到 A ' 等等），建立仿射变换 / t ，把 X 变为^0 = 1,2, 3), 它们在公 


① S 2 是炉中的单位球面 ， f 妒 |/+ y + s £ = l }. 
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共部分（线段 BDb ^ BE ) 匕是一致的，因此可用它们规定4 BCDE 

到的 一一 对应 /. 根据粘接引理，/和/_ ] 都是连续的， 

例6凸多边形与//同胚. 

因为凸多边形都是互相同胚 B 


的，只须证一个特殊的 A 多边形与 
以同肝.如图】-6中的四边形 

ABCD . 

由（ I， p ) 给出 

ACMfi 到扇形 （ M 万的同胚映射. 

利用这个同胚和图形的对称性容易 
建立其他三个三角形到相应扇形的 
同胚映射 . 这四个同 胚映射 拼接成 

四边形4方到圆 O 的同胚， 



如果/ : X — y 是单的连续映射，并且/ : X — /( X )是同胚映 
射，就称/ 1 X^Y 是嵌入映射.例如，包含 映射… A 斗 X 是嵌入 
映射， 


有广同胚映射(拓扑变换)的概念，就可像引言中那样规定拓 
扑性质概念厂. 

定义 I . 9 拓扑空间的在同胚映射下保持不变的概念 称为拓 
扑概念 ，在同肝映射下保持不变的性质 叫拓扑性质. 
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当 /: y 是同胚映射时， x 的每个汗集 r / 的/像/((7)是 
y 的开集，而 y 的开集7的/原像是 X 的开集.因此开集概念在 
同胚映射下是保持不变的，它是拓扑概念，由它规定的闭集、闭包、 
邻域、内点等等概念都是拓扑概念.用开集或其派生的拓扑概念来 
刻画的性质都是拓扑性质.例如可分性是拓扑性质. 

研究拓扑空间的同胚分类问题是拓扑学的一个基本问题.拓 
扑性质对它起了重要作用.例如(1?，^)是可分的不是可分 
的，从而它们不同胚. 


习 题 

1. 设是映射，证明下列条件互相 等价： 

a) / 是连续映射 f 

(2) 对 x 的任何子集儿 /(3) c 7^ y ; 

( 3 ) 对 y 的任 何子集方，广 1 OJ ) C /_ ] (5). 

2. 设 s 是 y 的子集，… 五 — y 是包含映射，/: £是一 

映射，证明/连续: 连续. 

3* 若 y 是同胚映射， acx ， 则 r 是嵌入 
映射 ■ 

4-证明下列几个空间互相同胚： 

(1) 尤=£ 2 \肌 

⑵ x 3 = {(^, y ^> e ^ U 2 + y - i } ¥ 

(3) 单叶双曲面 x 3 = ux ，： y T z ) e £ 3 b 2 + y i — y = u ■ 

5, X 的覆盖賞称为局部有限的，如果 v ： rex 有邻域只与 W 
中有限个成员相交_设^是 X 的一个局部有限闭覆盖，映射/ I 
X—Y 在每个 ce 賞上的限制 A 连续，则 / 连续. 

6, 设/: x — y 在 xex 处连续，序列心―则 

/(A) — fix、. 

7, 设/: y 是满的连续映射，其中 x 是可分的.证明 y 

也是可分的. 
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8. 证明恨「司映射 kI : 是连续映射，何不是同 

胚映射. 

9* 规定/: E ' rO . D — E 1 为 


f ( x ) 



x < 0, 


证明/是连续映射<佴不是同胚映射. 

10. 映射/: X — Y 称为开（闭)映射，如果/把 X 的开（闭） 

集映为 Y 的开（闭）集.举例说明开映射不一定是闭映射 ； 闭映射 
也不一定是开映射 • 

11. 如果/: x — y 是1 -对应，则/是汗映射<^>/是闭 
映射 1 连续. 

12. 设是度量空间，/ I 是 X 的非空闭集.规定/ : 

E ' 为 / U ) = d (^ f A ) = ini { d (^, a)\a 6 A ) ，证明 / 连续，并且 

fix) = Q< >x G 儿 

13. 设 U ， r ) 是§ 1第3题规定的拓扑空间，/ : P 

连续，则/是常值映射. 


§3乘积空间与拓扑基 


设激是 X 的一个子集族，规定新子集族 

是％中若干成员的并集 } 

- { C/CXI v X & U ， 存在 B e 激，使得 X G B 匚 C/K 
称涿为％所生成的子集族.显然您 c 虿 ，0 e 承 

设兄和是两个集合 T 记尤 xx 2 为它们的笛卡 儿积： 

Xj X X 2 = {(j ： ! ，工 2 ) lx, G X t }, 

规定 XJX.H 乂(巧，1 2 )=:^心=1，2)，称1 为 
到兄的 投射. 如果 / l , CX,G = l ，2)， 则4]父八匚叉 1 乂：^容易验 

证：当 八匚兄，尺匚足（/二1，2)时， 

c^i, x /i 3 ) n x b 2 ) = ( a , n b ,) x ( a 2 n 氏 ）. 
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对于 “ U ” 运算，类似等式不 成立- 

3-1 乘积空间 

设 OC ] ，: n ) 和 ( X 2 ， r 2 ) 是两个拓扑空间.现在要在笛卡儿积足 
XX ,上规定一个与 q 密切相关的拓扑 r . 具体地说， r 要使）, 

和力都连续.井且是满足此要求的最小拓扑， 

在具体给出 r 的定义之前，我们先来考察 r 应该含有哪些集 

合？ 

V Gee ，由于义连续(定理 1. 1), 若 tA 6 ri ， t / 2 
则 

u.xu^iu.xx,') n ix.xuo = j, wo n jtkk) e c 

构造的子集族潘则所要构造的拓扑 
r 包含 .资. 根据拓扑公理 (2)， r 也一定包含^.因此 r 就是包含^ 
的最小拓扑. 

命题 1. 10 廢是； 上的一个拓扑. 

证明 显然盈满足拓扑公理 (1). 

由虿的定义看出， I 中成员的任意井仍在溻中，因此拓扑 
公理 (2) 也满足.下面验证满足拓扑公理 (3)- 

设虿，要证明呢则 
0： 1 ，々）€1^，从而有?7上1山=1，2)，使得0^1 2 )€(/ 1 父(/ £ 匚\^ ; 

同样，有 Mec ， 使得于是 o:，〜）e 

oa xt / 2 ) n (a x ) cw-n 妒，而 

(u, x u 2 ) n iu[ xu[) = (u, n u;) x (tA n 心 e 嚴 

由盈的定义， e 星公理 （3) 满足 . I 

命题 1. 10说明凓就是我们所要构造的拓扑 r - 
定义 1. 10 称虿为兄 xx 2 上的乘 积拓扑 ，称 a t xx 3 ^> 
为 0(] ， r ,)*( x 2 山）的乘积空间.简记为 Xi XX ,. 

用类似的方法可以规定有限个拓扑空间(兄^)(:_ = 1 ，…， rO 
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的乘枳空间 lxx 2 x - x 足，它的拓扑由 肌 xf / 2 x -> a 人 

| Rer,，z = l ， …，《}所生成，请读者自己验证， 

拓扑空间的“乘积”运算具有结合律，即 
X 】 X X 3 X = (X, X x t ) X X, = x,x (X 2 X X 3 ), 


无穷多个拓扑空间 : Aew 的乘积空间的定义要麻 
烦一些. （ x A : AeA } 的笛卡儿积规定为 

I 

l[x A : ={/ ： []x,\f(k) e e a}. 



这里记号 U 表示集合族 (x 


A 6 d } 的无交并(参见第 87 页). 其 


匕的拓扑通常有两神，它们分别由卑= r A 


xeA 



爲= r A ，且除去有限个 A 外 ， K = 所生成.最 

xeA 


常用的是第二神，称为乘积拓扑(或 Tmxohob 拓扑），它保留有限乘 
积空间的更多的性质.下面我们将只讨论有限乘积空间. 


3-2 乘积空间的性质 

由乘积拓扑的定义直接得到投射乂 ： 的连续性. 

h 还是开映射（习题 3) •设 y 是任一拓扑空间，/: y — 足 XA 是 
—映射•称/ : Y ^ X ； U = l ，2)为/的两个分置(映射)-于 
是/与它的两个分量互相 决定+ 

定理 1.3 对于任何拓扑空间 y 和映射/: 义 x / 2 ，/ 连 

续的分量都连续. 

证明因为乂连续，所以当/连续时，复合映射 / t = 
ji A /也连续(/= 1，2). 

设 aer f (/= i ,2) ，则， ' r ) 都是 r 的开集.容易看 

/「^ 1 )门/「 1 0/ 2 ),它是7的开集_对于义 1 \义 2 中一般的开集 
#，有识 = x 其中 e i，v a e 义，于是 

at = -V 
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= \jr i (u Ua x d 

at 

也是 y 的开集.因此 / 是连续的. ■ 

对于任何多个拓扑空间的乘积空间(无穷情形用乘积拓扑）， 
定理同样成立 +还可 证明， XiXXa 上使定理能成立的拓扑只有乘 
积拓扑. 

推论 V 6 ex a ， 由 1 — OrJ ) 规定的映射夂： XfX , XX Z 是 
嵌入映射/ 

证明须要验证… Xf 以 ⑻是同 胚.它显然是 
一一对应 .L 1 是 乂在尤 X W 上的限制，因此是连续的 . ^的两个 
分量分别是恒同映射 id 的常值映射(把尤 

映为彳 W )， 都是连续的.由定理 1. 3 推出& 是连 续的+ ■ 

3,3拓扑基 

乘积拓扑是用一个特定的子集族生成的_这种规定拓扑的方 
法在度量空间中已经用过.度量空间的开集是球形邻域的并集，也 
就是说度量空间的球形邻域族生成了度量拓扑.拓扑基就是从以 
上方法中抽象出的一个一般性概念. 

定义1+11称集合 X 的子集族％为集合 X 的拓扑基，如果 
涿是 X 的一个拓扑 I 称拓扑空间 （ X ， r ) 的子集族激为这个拓扑 

空间的拓扑基，如果 

这里提出了两个有联系的不同概 念:集 合的拓扑基和拓扑空 
间的拓扑基.前者只要求遷是集合 X 的一个拓扑，而后者要求濟 
是 X 原有的拓扑这两个概念的判断方法也不一样. 

命题 1.11 洛是集合 X 的拓扑基的充分必要条 件是： 

( 1 ) \JB = X ； 

(2) 若^，方士涿，则氓门芘6漯(也就是¥工6及门&，存在 
Be 颂，使得艮）. 

证明必要性显然.下面证充分性，即当 （1) 和 (2) 成立时验证 


% 
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濟 满足拓扑公理. 

漂的定义蕴涵它满足拓扑公理（2)，并且;条件 （1) 说 
明 xe 遍，因此虿也满足拓扑公理 （1) +设 .记 t / 

= [ jB a , f " = IJ 4 ，其中反， B ; e 您， VaJ ， 则 U f ] u f 

=U (凡 n 以） . 由条件 (2)， 得凡 n 戌 e 沒，反再由拓扑公 

理⑵，推出 （/ ru " e ：^. f 是拓扑公理⑶成立+ | 

例1 规定* 的子集族 3 S ={ U , b ) ' a<M • 显然激满足命题 

1,11 中条件 (1). 任取 [ai ，[〜，匕） ，若 [ a 】 jb ]) f ] [ a 2 ,6 2 ) ，记 

a = max {^ E 1 , a 2 } ，于是 a 《 x < b . 则 激 ，并 

a ^ e [ a ,6) C [ a 1 ,& 1 ) n [^,&2)* 因此命题 h 11 中条件 （2) 也满 

足. 这样 〆 邏是 * 上的一个拓扑基. 

令激二 是有 理数} .则同样可证■贫是 fi 上的 
拓扑基.因为濟[琢，所以 W f dM 另一方面，不难验证滿 C 
濟，并由此得出 U .这样 遂与激 生成相同的拓扑. 一 般地， 

当两个拓扑基生成相同的拓扑时，就称它们是等价的. 

命题 1.12 货是拓扑空间 ( X ， r ) 的拓扑基的充分必要条件 

为 i 

(1) 沒? Cr (即潘的成员是开集） ； 

(2) rC 遷(即每个开集都是您中一些成员的并集). 

证明必要性显然. 

由条件 (1) 与 （2) 推出，从而激是 ( X ， r ) 的拓扑基.充分 
性得证 .I 

例2若潘是 ( X ， r ) 的拓扑基，规定 ^={ Af ] B\B 
6潘 h 它是4的子集族.显然命题 1. 12的条件 (1) 成立.设 V 是 
4的开率，则有 t / Gr ， 使 v ^ jncz . 设 e 颂，则 F 

= \ jAf ] 艮 e 添^子是潘^满足命题 1.12 条件 (2). 因此递 A 

是04心)的拓扑基. 
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例 3 设* 的子集族深={(^々：^<6以，6力有理数}.则 3 S 
是£ ] 的拓扑基(请读者自己验证). 

设潘是拓扑空间 X 的拓扑基，则 A 是: r 的邻域 
存在潑，使得请读者自己证明）.于是，许多 
概念可利用拓扑基来刻画. 例如： 

工是 4的聚点激中每个包含 r 的成员与有交 
点； 

xeA ^^>^ 中每个包含 I 的成员与 a 有交点； 

f ' Y - X 连续洚，广 Uin 是 Y 的开集 • 

当 W 中成员的形式比较“规范”时(如度量空间中的球形邻域 
或乘积空间中 RXR 形式的 开集），以上概 念的检验就往往要方 
便得多 - 


习 题 

1. 设乂，£分别是的闭集，证明 axb 是乘积空间 xx 

y 的闭集. 

2, 设 zcxjo % 证明在乘积空间 xxy 中， 

( 1 ) AXB^AXB ； 

(2) ( AXBy^A XB , 

3_证明投射），： X 1 XX 2 —； f _( z ■= l ，2)是开映射■ 

4. 设/:叉― y 是连续映射，规定 x — xxy 为 fot ) = 
U ，/ 〔: r ))， V ： r 6 X •证明 F 是嵌入映射. 

5 . 设 x 与 y 都是可分空间，证明 XX Y 也是可分的， 

6 -设 ^ CX t ( z + = l ,2). 证明 ax A 作为足 XX ,子空间的 
拓扑就是凡与浅的乘积空间的拓扑. 

7. 拓扑空间 X 到 P 的映射称为 X 上的函撖,设/和 g 都是 

X 上的连续函数，证明/ 士片和 / • 贫(分别用 (/ 土反 ） u ) = / u ) 士 
容(1>和/ • 足(1) = /0)尽(1)定义)都是 X 上的连续函数， 

8, 证明 ^-{<^00^)1^ 是有理数}是 R 上的拓扑基.写出 


34 



^ 生成的拓扑. 

9. 设 J {的？集族激 ={[^6) U < M . 证明在 （*, 屬）中， 
既是幵集，又是闭集. 

10. 没藏 是拓扑空间 ( X ,, r a ) 的拓扑基(/ = 1，2).证明^ = 
{成 X 仄 1长 e -%} 是乘积空间 XiXX , 的拓扑基. 

11- 设篆是 X 的一个裰盖，规定 X 的子集族激 ={ iJ | 乃是 
嘗 中有限个成员的交集 }. 证明您是集合 X 的一个拓扑基.（称^ 
是通的子拓扑基， ） ■ 
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第二章几个重要的拓扑性质 


本章介绍几个常用的拓扑性 质:分 离性、可数性、紧致性和连 
通性.前两种性质也可以看作拓扑公理的补充;后两种性质在分析 
学中已出现过，它们有很强的几何直观性，是拓扑学中最基本的性 

质- 


§ 1分离公理与可数公理 


在第一章中已经看到，欧氏空间和度量空间中有些熟知的性 
质在一般拓扑空间中可能要失去.这说明拓扑公理只是概括了度 
童拓扑最基本的性质，而不是全部性质.有时，这种不足会带来不 

方便.分离性和可数性常作为附加性质，弥补拓扑公理的不足.因 
此它们本身也被称为公理.有两个可 数公理 和一系列分离 公理. 这 
里介绍这两个可数公 理和四 个较常用的分离公理 : 7\， T 2 ， T S 和 
L 公理. 

11 八公理和八公理 

分离公理都是关于两个点（或闭集）能否用邻域来分隔的性 
质，是对拓扑空间的附加要求. 

八公理任何两个不同点工与工有邻域不含 U 有邻域 
不含1 

公理 任何两个不同点有不相交的邻域. 

不难看出这里“邻域”可改成"开邻域”，而公理的含义不变. 
显然满足 t 2 公理也一定满足 tv 公理，但从 r , 公理推不出 
r 2 公理 • 例如满足公理，因为时， 《\ b } 就是: r 的 
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邻域，它不包含 W 而是 y 的不含 I 的邻域.但是： T 与 J 的 
邻域一定相交(它们都是有限集的余集），因此0»，7)不满足了 2 公 

理. 

下面的命题更加清楚地阐明了乃公理的意义. 

命題 2.1 X 满足乃 公理的有陵子集是闭集+ 

证明 只须证单点集是闭集.取当时， 

r , 公理说~有邻域不含 X ，因此子是 u ) ， u ) 为闭 
集' 

设;因为是闭集，所以是1 的开邻 
域，它不含> 同样， X \ U } 是 J 的不含: T 的开邻域+ I 

推论 若 X 满足乃公理， ACX ， 点: r 是 A 的聚点，则 X 的 
任一邻域与 A 的交是无穷集， 

证明 用反证法.设工有邻域是有限集，不妨设 
u 是开集.记£= «/ riA )\ u ) ，它是有限集，因此是 闭集+ 子是, 
t /\ B = i 7 n 及仍是^的开邻域，它不含中点，这与 xei 矛 
盾 .I 

T , 公理是最重要的分离公理,满足： r 2 公理的拓扑空间称为 
Hausdorff 空间 • 以后我们会见到它的许多应用.下面的命题表明 

它在改善序列收敛性方面的作用， 

命腰 2. 2 Haasdorff 空间中，一个序列不会收敛到两个以上 

的点. 

证明 设 Hausdorff 空间 X 中的序列收敛到又设 
要证明 A 取 X # 和: T 的不相交邻域 C / 和 V . 因为 Xn ~^ 

^ ，所以 (7 中含的几乎所有项,于是 V 最多只能含的有 
限个瑣，从而 A | 

12 r a 公理和公理 

r 3 公理 任意一点与不含它的任一闭集有不相交的(开)邻 


域 
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公理任意两个不相交的闭集有不相交的(开)邻域. 

(当 4 C ： &时，说 U 是集合 A 的邻域 
如渠 X 满足乃公理，则它的单点集是闭集，因此 r 3 公理推 
出乃 公理公理推出乃公理.然而没有乃公理的前提时， I ： 
述关系不成立，例如在 (/ f ， r )( r ;{( — 中， 
任何两个非空闭集都相交.因此若 A 与 B 是不相交的闭集，则其 
中有一为空集，设5 = 0,于是 * 与0是它们的不相交邻域，这说 
明了 ( if ， r ) 满足： r 4 公理，而它不满足 7]、7 H 公理(请读者自 
己检验)+ 

命题 2. 3度量空间 ( x ，</) 满足: T . 公理(/ = 1，2,3,4), 

钲明显然 Of , …中单点集(从而有限集)是闭集，因此它满 
足乃公理.只须再验证它满足公理. 

设 Ad 是不相交闭集，不妨设它们都不是 0. Vxex ， 则 

d ( hA )+ d ( x ， S )>0( 见第一章§ 2 习题第12 题).规定 X 上连 

续函数/为 

, d { x ^ A ) 

} — dix , A ) + dOc，By 

则当了 6 4 时， /00 二 0 以 '6£ 时， /( 工） =1* 任取实数巧（ 0,1), 

则 /- U (— m ,0) 和广 U ( r ,+«)) 是 A 和 S 的不相交邻域 * I 

下面是 7 VT 4 公理的另一种描述形式，它们在许多场合用起 
来更方便. 

命理 2. 4 (1) 满足 K 公埋任意点 x 和它的开邻域 

W f 存在1的开邻域 (7 ，使得 CJ ^ W . 

(2) 满足7\公理任意闭集/ I 和它的开邻域 W ， 有 d 
的开邻域使得 UCZW . 

证明 （1) 和 （2) 的证明方法是相同的.下面只给出 （2) 的证 

明. 

设 A 与 B 是不相交的闭集，则 F 是 X 的开邻域*由 
条件，存在 A 的开邻域 C /， C 7 CF . 记则 V 是开集 , BC 
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V ， 并且 c/nv=0( 见图 2- l ( a ))- 





u U 


⑴ Cb > 

I 2 } 

记方=«/%则 A 与 B 为不相交的闭集.由7\公理， 

存在 A 与 S 的不相交的开邻域 t / 与 V . 则 C 7 即为所求(因为 f 7 C 

，见图 2-1 ( b )). I 

许多拓扑书里有正规空间和正则空间的概念，但它们的含义 
是不统一的.有的书中把满足7\(乃）公理的拓扑空间称为正规 
(则〉 空间，而另一呰书则还要求满足乃公理 +本书 中将避开这两 
个术语. 

1.3 可教公理 

可数公理有两 个 : 第一可数公理和第二可教公理 ，分别简称 
C ! 公理和 c 2 公理 (也有称作4公理和 a 2 公 理）. 满足 G 公理的 

拓扑空间称为 C 空间 . c 2 空间也称完 全可分空间. 

为了定义6公理，先要介绍邻域基的概念. 

设把 I 的所有邻域的集合称为 X 的邻 域系 ，记作 
^匕)的一个子集(即: T 的一族邻域)故称为 I 的一个邻 
域基, 如果; T 的每个邻域至少包含祝中的一个成员.例如 
本身是2的一个邻域基^的所有开邻域构成 * r 的一个邻域基;若 

键 是拓扑空间 X 的拓扑基，则 奴= 彳£€續 be 5} 也是2的邻域 
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基.对于度 M 空间以1为心的全部球形邻域的集合 

是： r 的邻域基； {S ( r Tf /)|g 为正有理数 } 和 
{执1，1糾卜为自然数}也都是I的邻域基. 

G 公理 任一点都有可数的邻域基- 
例如度量空间满足 G 公理 f (SU， ？ ）U 是正有理数}和 
{ B (^- A / n ) 卜是自然数}都是: r 的可数邻域基. （if，r，） 不是 G 
空间.设，则7的任何可数邻域族贫都不是I的邻域基 (w 
e% 都是有限集的余集，因此 LJp 是可数集，取 y e LJR 艮 

re 观 

：y#x， 则 We 鲁于是 ifM：y} 是1的开邻域.它木包含任一 

命题 2.S 如果X在: t 处有可数邻域基，則: r 有可数邻域基 

{V„} ，使得 m>n 时， V«C=VV 

n 

证明先任取: r 的一个可数邻域基■规定 

i=l 

\}n 6 丨则 K[!7 n ，从而 {IM 也是可数邻域基.显然， m>n 时， 
V m C ： V n - I 

命题2, 6 若 X 是 C \ 空间， ACX^eS， 则 d 中存在收敛到 

丈旳序列. 

证明取I 处的可数邻域基，使得 m > n 时,“见 
命题 2. 5). 因为: reX 所以兄门•取 lGV n fU，V« ，得到 
A 中的序列 U}. 任取; r 的邻域!7,则存在1使^07,从而 V„C： 

i7,Vm>n- 于是文 ，\f m > n - 按收敛的定义，有 x n -^ x * | 

推论若又是心空间#。6叉，映射 /:X—y 满足 ： 当； 一 
心 时， /(A)— /(々），则/ 在々 连续. 

证明用反证法.如果/在 A 不连续，则存在 /(A) 的邻域 

V ，使得 / KV ) 不是心 的邻域，即 x ^{ f ~ l ( yyy , 根 据命题 2*6, 
有 (/ 中序列 u 山 a — 々，由条件， / uj —/ u ) ■于是，对 

几乎所有 ， 矛盾. | 
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c 2 公理有可数拓扑基 - 

这里指拓扑空间 X 有可数拓扑基 . c 2 公理是一个很强的要 
求，以至某些度量空间也不是空间.例如在 * 中，规定度量 d 

为 

10 ， T = y, 

dU , y ) = 

U ， y 声: y . 

则 ( ifW ) 是离散拓扑空间，任何 点都 是开集.于是它的任一拓扑 
基必须以每个单点集为其成员，因此1定是不可数的. 

C 3 空间一定也是 G 空间. 事实上，若 X 有可数拓扑基潘，则 
任意点: r 有可数邻域基 we 激 ixein . 

C 2 空间是可分空间.设叉有一可数拓扑基{凡}，在每个凡 
(除非它是空集）中取一点则集合是叉的可数稠密子集. 
反过来可分空间不一定是空间（习题18给出一个可分 G 空 
间，但它不是 G 空间）. 

命题 2. 7可分度量空间是 G 空间. 

证明 设是可分度量空间 . A 是它的一个可数稠密子 

集-记59= [ B [ a > ~ t ] a € 力 冃然数 j ，则 潘 是一个可数开 

集族. 下面验证屬是的拓扑基，为此只须说明任一开集 
t / e 京和 v ^ ei 7, 存在和自然数《，使得 

取 e >0, 使得 £( u ) CU •取 n >2 A,“e z .使得 JU ， a )< lA ， 

则 : r e B ( aA / n ) .若 j 

^ B [ a f l / n ) ，则 ， j ) 

< l /«- 由三角不等式知 

d ( x ， y ) < Z/n < 从而 

y B ix , e ). 于是 
B { a f l / n ) (Z C 

U (见图 2-2). I 

欧氏空间 P 是可分 




的 ( A = ，…， l ) IV / a 为有理数}是^的可数稠密子集）， 

因此满足 C 2 公理. 

例 Hilbert 空间 £0是一个度量空间+在所有平方收敛的实 
数序列构成的线性空间中，规定内积 


它决定度 




S D " ， 



得到的度量空间就 是五' 

为有理数，且只有有限个不是0)，则 M 
是 F ， 的可数稠密集，因此可分，是 C 2 空间. 

下面的定理体现了 C 2 公理的威力， 

定理 2. 1 (Lindelftf 定理）若拓扑空间 X 满足 C ,, T S 公理， 
则它也满足乃公理. 

证 明 取定 X 的一个可数拓扑基濟.设 F 和 P 是不相交的 
闭集，构造它们的不相交邻域 如下： 

ViG 厂，贝丨由7%公理，有: r 和泸的不相交邻域 W 和 
于是识门矿=0■取 B 6 潘，使得则 Bf ] F r = 0. 
记{故,攻，… } 是潘中所有闭包与 P 不相交的成员，上面已征明 


厂匚|^|氏.记^，4._”}是激中所有闭包与尸不相交的成员， 

n-\ 

ro 

则 r c U b ： . 

«-1 

?i n 

记 K = B n \ U B ： r y, = B；\ ]jB t (n = 1，2,…），则! ^和 

i=\ r = 1 

OO 

v , 都是开集，并且〔请读者验证).令 u = [ ju ^ 

UO DO 

V = ( JK ， 则以 (J 0 /„[ 1 ^)= 0 *设 16 ^则存在〜 

7f= L ii *m= l 
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使札，从而 AU '[ U - 因此 C 7 是 F 的开邻域，同理 F 是 F ' 的 
开邻域.和 F 是 F 和，的不相交邻域+ | 


1.4 拓扑性质的遗传性与可乘性 

一种拓扑性质称为有遛传性的，如果一个拓扑空间具有它时， 
子空间也必具 有它; 一种拓扑性质称为有可乘性的，如果两 个空间 
都具有它时，它们的乘积空间也具有它， 

例如可分性是可乘的(第一章 S 3习题5)，但没有遗传性（反 
例见本节习题 18). 在分离性中和 r 3 公理都有遗传性和 
可乘性，钲明留作习题 . r 4 公理这两种性质都不 具有+ 两个可数公 
理也都有遗传性和可乘性. 


习 题 

1. 称 X 满足 r 。 公理，如果对; f 中任意两点，必有一开集只 

包含其中一点•试举出满足公理，不满足 r , 公理的拓扑空间的 
例子. _ 

2_如果； f 满足乃公理和7\公理 t 则它也满足公理， 

3. 设 x 满足乃公理4正明 X 中任一子集的导集是闭集. 

4 . K 设 r 是 Hausdorff 空间，/ : X -Y 连续，则/的不动点集 

Fix / U 6 X \ fU ) = W 是 X 的闭子集 ., 

5 . 设 Y 是 Hausdorff 空间，/ : X ^ Y 连续，则/的图像 G / 

6. 记 XXX 的对角子集证明当 d 是 X 

X X 的闭集时， X 是 Hausdorff 空间. 

7* 证明 Hausdorff 空间的子空间也是 Hausdorff 空间. 

8* 证明两个 Hausdorff 空间的乘积空间也是 Hausdorff 空 

间. 

9-设 X 满足 公理/ 为； f 的闭子集，工吞厂证明存在， 

和 t 的开邻域 f / 和 V ，使得 Of ] V = 0 , 
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10. 设 x — y 是满的闭连续映射, x 满足 7\ 公理，则 Y 
也满足7\公理. 

11. 设/> x — y 是映射是 /( x ) 的一个邻域基 - 
证明 ：如果 VVGT ，/ ^彳是:^的邻域肩/在工连续- 

12. 证明:如果叉是^空间，并且它的序列最多只能收敛到 

一 个点，则 X 是 Hausdorff 空间 + 

13- 证明 r 3 公理有可乘性和遗传性. 

U . 证明 C £ 公理有可乘性和遗传性+ 

15. 证明可分度量空间的子空间也是可分的 • 

16. 记趨 ={[ 〜 WU<M. 证明拓扑空间（及.涿)不是 G 空 

间. 

17. 记 { (― | — co < a < + m }. 证明 dr ) 是 C ’ 3 空 
间，写出它的一个可数拓扑基. 

18. 是全体无理数的集合.在实数集《上规定子集族 r 

= 是 e 1 的开集 ,4(=^- 

(1) 验证『是《上的 拓扑； 

(2) 验证 dr ) 满足 T 3 公理，但不满足 7', 公理； 

(3) 证明(及， d 是满足 G 公理的可分空间 I 

(4) 证明 r 在 S 上诱导的子空间拓扑^是离散拓扑，从而 
(• S ， n ) 是不可分的； 

(5) 说明(及， r) 不满足 C 2 公理， 

§ 2 ypMCOH 引理及其应用 

本节介绍从分离公理和可数公理引出的较深刻的结果. 
ypucoK 引理和 Tietze 扩张定理分别给出： T 4 公理的两个等价条 
件; 度量化定理表明，分离公理和可数公理在改善拓扑空间的性质 

方面已走得多远. 
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2. 1 ypticoH 引理 (Urysohn 引理） 

定理 2. iCypucoH 引理） 如果拓扑空间 X 满足 7\ 公理，则 

对于 X 的任意两个不相交闭集 A 和仏存在 X 上的连续函数/， 
它在 A 和 B 上分别取值为0和 1. 

证明 记必是 [0，1]中的有理数的集合，它是一个可数集.证 
明分两步. 

(1) 用归纳法©构造开集族狀：山使得 
Ci ) 当 r < 〆 时， act / 〆 ； ^ 

( ii ) Vre ^， ACU r CB \ 

作法如下.将込随意地排列为，只须使 = 0 ■然 

后对 H 归纳地构造.取 = 它是4的开邻域.根据命题 

2.4，可构造&^是4的开邻域， 

设\已构造，它们满足 （ i ) 和 （ ii ). 记 r ■■⑻= 
max { r t l / ^ n , r ( < r n+i ) = min{n ，则 r “ ri> < 

因此.作\ +1 是的开邻域，并且 U r ^ U r ^ 
(见图 2-3) .容易验证 I ，1，…， U , ,1/、,仍满足 ( i ) 和 ( ii ). { L \} 

i i ： n w-h I 



0 = r ? <r 5 <r 1 <r z <^ <r 4 <r ■二 1 


® 2-3 


①确切地说 t 是用递归定义原理，而不是普通的 R 纳法. 


45 


的定义 完成- 

(2) 规定函数/:又― 为： 

J\-r) — sup{r € Qi\^c U r ) — inf {r G fi/1^ 1 G U r ), 

这里给出 / D 的两个定义式，如果则用第 一式; 如果 
▽ 7^€(7,，则用第二式;余下的情形，两式的值是相等的.因为 A 
C [/,， Vreg f ， 所以/在>1上各点的值都为0;类似地，/在召 t 
各点取值 1. 现在只剩下/连续性的验证了 1为此只用说明对任何 
开区间 Q ，6)，/ 是又的开集，即它的每一点都是内点. 

根据 / 的定义, ( a ) 若 ，则 ; ( b ) 若: r 

则从 / 的定义还可看出， CK/OrXUViei 
设: r 6 广 Vad )， 即 u </ U )<6 +要证: r 有开邻域包含在 

■ mo 中. 

如果 / Cr ) 关 ( M - 则可取 r ， rW 必，使得 a < v < y '</( x ) 

OC 6. 由 （ a ) 知，^否心，从而 工 eU〆 ; 由 （ b ) 知， : r 6[7 r ， 因此 

C/ r nR 是 J 的开邻域+ U ) 与 ( b ) 说明 a < r f ^ f ( y ) 

<广<6,因此 KnGc /- 1 (〜队 

如果 / UO =0, 则 a <0, 取 则 or ^ Ur^f 

如果 / (: r ) = 1 ， 则6>1，取 a<y O 〃，则 ( a，bh 

I 

显然，当对于有定理中所说的连续函数时， A . S 有不相 
交的邻域.因此 yp ^ icoh 引理的结论是7\公理的等价条件. 

2.2 Tietie 扩张定理 

分析学中有连续延拓定理 ®: 定义在 E 1 的某个闭集上的有界 
连续函数可延拓为定义在 B 1 上的连续函数.利用 ypuccn 引理，可 
以推广这个定理为 Tietze 扩张定理. 


①参见周民强编著的 C 实变函数 K 第 '版， 北京大学出版社，1996>,第50页定理 


\.2S. 
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定理 2. 3 (Tietze 扩张定理） 如果 X 满足 r + 公理，则定义在 
X 的闭子集 F 上的连续函数可连续地扩张到 X 上. 

证明 我们分两步证明 ； 先对有界连续函数证明，然后推广到 
- - 般连续函数. 

(1) 设 / : F — E 、 连续，且 /( F ) C [ — 1， 1]- 记 A = 

/ l ([— 1，- 1/3]) = /- ] ( [1/3,1]) ，则 A，B 是入的不相 

交闭子集.因为 F 是 X 的闭集，所以儿 B 也是 X 的闭集.用 
VpbicoH 引理，可作 X 上连续函数…使得 [ 

[-1/3, 1/3] ，并且只在3和 B 上分别取值一 1/3和1/3 .令， 
: f _1 :厂十 B 1 ， 则 /i W ) C :— 2/3 ,2/3]. 用，替代/，重复以 
上过程，构造出 X 上连续函数并，使得[— 2/9 ,2/9] 
上的连续函数/ 2 = /]—%=/ —仍一铃满足 UF ) C ： 
[- 4/9, 4/9], 不断重复以上做法，归纳地作出 X 上的连续函数 
序列{并}，使得 


( i ) < p n ( X ) (Z 



( ii ) /( 工）一^ 6 

卜- 6 

根据 ( i )， 函数7 :有意义，连续，并且丨；7(1)|<1，心6尤 

TT= 1 

根据 ( u ),7 G )=/( i)，VreFJEI 7是 / 的扩张. 

(2) 设/是 F 上的连续函数，不一定有界.规定尸； F—f 

琴 

为 尸 U ) ; ~| a r cta n (/ U ))， Vt e 厂，则 /( F ) C (— 1，1).由 


(1)，有尸的扩张？： X — B 1 ， 户连续，且 7'( X ) C [ —1,1]. 记£ 

= (7 o _1 ({— ia })， 则 五是 X 的闭集，并且根据 
Vp ^ coh 引理，存在 X 上的连续函数 A ， 使得 A ( X ) C [0，1]， 并且/? 

在£和 F 上分别取值0和 1. 于是对 Vz 6 X ， A ( x)/ , (^)G 

(—^，^，因此可规定， P 为 
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7 ⑴ = tan [~- h ^) f f U )\, Nx 乏 X ， 

I ^ 

则 y 连续，并且当时，因为 AOr ) = l ， 所以 

/ ⑴ = tan ( 号广 o) = tan<arctan(/(,r))) = /O )， 

即 7 是 / 的扩张 .I 

从 Tietze 定理的 结饱容 易推出 X 满足乃公理，因此它是乃 
公理的另一个等价条件. 

2-3 ypucott 度 置 化定理 (Urysdhn 度置化 定理） 

一个拓扑空间 ( X ，： r ) 称 为可度 置化的，如果可以在集合 X 上 
规定一个度量山使得 r ,= r , 

命埋 2. 8拓 扑空间 X 可度量化存在从 X 到一 个度量 
空间的嵌入映射. 

证明取义 上度量心使 ~ 是 X 原有的拓扑，则 
id : X — drf ) 是同胚映射. 

设 /: X —( y ， d ) 是嵌入映射，记 ii = /( X ), A 是 rf 

在 iJ 上诱导的度量，则/ : X —( B ， A ) 是 同胚. 规定 X 上的度董户 

为 i / KuOsAC /' Crh / OO )，』/- 1 : — ( Xf ) 是保持 

度量的 一一 对应，从而是同胚.于是 id ;/- 1 g / * X —( X ， fl ) 是同 
胚，即&是 X 原有拓扑. | 

定理 2.4( yp«ooii 度置化定理） 拓扑空间 X 如果满足: T ,， 乃 

和 G 公理，则 X 可以嵌入到 Hilbert 空间扩中. 

证明取 X 的可数拓扑基琢■激中两个成员5与 g 若满足 
SeS ， 就称为一个典型对.把所有的典型对(是可数的）排列好，并 

记以?^，?^，?^，*“，3^，“-,咖，冗„由 B b 和瓦构成 (及 C ： S n ). 

由于 X 满足7\公理，用 ypucoH 引理可构造连续函数人 ： X 

— 使得/„在瓦上取值为0,在芘上取值为1 , V «. (如果典型 
对只有 A / 对，则 n > M 时让/« = 0. ) 规定/ : X — E -为 
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f(cc) = ( /\ O) ，士 /“T)， …，… t V I 6 兄 

/ 是单的.事实上，根据乃公理，当0寸，必有 Se 潘，使 
得： reSde 艮再由乃公理 （ u > 是闭集)存在乃6笼，使得 
B ^ BCZB . 设 B 与 B 是典型对心，则人 O ) = 0,入 （？） = 1，从而 

fU )^/( y ). 

由于 X 与都是 Q 空间，连续性町用序列语言描述.因此要 

证/是嵌入只要验证 :对任 一序列 {&} ， " 

+ 

心一 a：<= —— >/(x A > 一 f(^). 



根据 / i ，/ 2 . 


¥ £ >0，取〜充分大，使得 



S ^ 

fs 的连续性和 



—A 取 K 充分大，使得 



时 I,(A) — XU) |< 



.于是当时， 


〆 /(々)，/ U ) ) < ^ N +~ = t . 


因此 /(A)—/Cr). 

«=, 只须证明: r*/-:r 时 /UOA/U ), 取^的开邻域芳 
e 溪，使得对无穷多个 ix, eS, 取 Be 您，使得 ab ， b 与 s 构 
成典型对‘于是对无穷多个 A，/„(A)—/ n U) = l, 从而 

户(/(4)，/(工)）会 1 / n . 因此 /( A )/-/( x ), | 

定理的条件就是要求X满足§ 1中所定义的所有分离公理和 
可数公理.作为推论，得 到：当 x 满足乃一: r 4 和 c\、c 3 所有这6 

个公理时，它一定可度量化.容易看出满足这 S 个公理并不是可度 
量化的必要条件(度量空间未必是 G 空间).然而，由于£_是 G 
空间，满足6个公理对于嵌入来说则是充分必要的. 


习 



1. 证明 yptJo) H 引理证明中定义的函数/满足 
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/( 工）二 sup{r 6 Qi U 6 = inf{r 6 Qj I-r €: U r }, 

2 -设 X 满足 T 4 公理， A 是 X 的闭 _ f 集，则连续映射 
e n 可扩张到 x 上. 

3. 拓扑空间 7 的子集方称为 Y 的一个 收缩核 ，如果存在连 
续映射 r : 7?，使得\^65，「00=2 ; 称「为7到 ii 的一个收 
缩映射 . 设 D 是 £T 的收缩核 . X 满足 7\ 公理， A 是； C 的闭集.证 
明连续映射/ : A ^ D 可扩张到 X 上. 

n-hl 

4■ 设、 S rt 二 {( ： r] ， : r 2 , … y^»-hi) 6 E n+1 j = l} (n 维球 

1 = . 

面）, X 满足7\公理.证明从 X 的闭集4到 f 的连续映射可扩张 
到4的一个开邻域上. 


§3紧致性 


紧致性在分析学中早就出现并有许多应用，然而从本质上讲， 

它是属于拓扑学范畴的概念，并且是一种最基本、最常见的拓扑性 
质. 


3.1 紧致与列紧 

在分析学中紧致性(在那里它等价于列 紧性 ) 早就显示了它的 
威力.有界闭区间上的连续函数是有界的，达到它的最大、最小值， 
并且是一致连续的.在证明这些结论时都用到了同一事实:有界闭 
区间上的每个序列有收敛的子序列.这种性质后来称为“列紧性” 
(自列紧），它可以一字不改地推广到一般拓扑空间中. 

定义 2.1 拓扑空间称为 列紧的，如果 它的每个序列有收敛 
(即有极限点）的子序列. 

模仿分析中的方法，容易 证明： 

命麵 2. 9 定义在列紧拓扑空间 X 上的连续函数/ : X-E 1 
有界，并迖到最大、最小值， 
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刻画闭区间上的同一特性的另一种概念是“紧致性”，虽然它 
看起来不如列紧性那样自然和直观，但更能体现拓扑特性.在拓扑 
空间中，序列不是-种好的表达形式,而紧致性所用的开集表达形 
式，从拓扑观点来看更为自然.第一章§ 2中已介绍 r 拓扑空间 x 
的覆盖的概念■它是 X 的-个子集族 I ，满足 \ Ju ^ x , 如果覆 

盖 f 中只含有限个子集，就称 f 为有限覆 班 + 如果 t 的一个子 
嵌 f d 本身也构成 x 的覆盖，就称 嫩是双 的子 覆盖. 

定义 2. 2 拓扑空间称为 紧致的 ，如果它的每个开覆盖有有 
限的子覆盖. 

从表面上看，列紧与紧致似乎没有直接的关系，实质上它们是 
有着紧密联系的.对于度量空间来说，这两种性质是等价的（下面 
将要证明).对于一般拓扑空间来说，它们并不是等价的，我们只讨 
论紧致概念. 

按照定义，拓扑空间如果只含有限个点，或它的拓扑是有限的 
(只有有限个开集），则它是紧致的. dr /) 是紧致的，因为它的每 
个开覆盖贫中必定有非空开集 C 7， U 的余集 P 是有限集，取 f 
中有限个开集覆盖 C /% 它们与 t ； 一起构成®^的一个有限子瘦盖. 
不是紧致的，因为可构造它的一个开覆盖後 M 没有有限子覆 

盖，譬如從=彳（一卜 

3.2 紧致度 置空间 

现在证明对于度量空间，列紧与紧致是等价的， 

命强2, 10 紧致0空间是列紧的. 

证明 设是紧致 G 空间 X 的一个序列，要证明它有收 
敛的子序列.分两步进行， 

(1) 用紧致性证明存在点: rex ， 它的任一邻域都含有 uj 的 
无穷多项.用反 证法. 否则， v ^ ex ， 可找到； r 的开邻域 c / i ， 它只含 
u n } 的有限项.于是 { RUexi 是 x 的开覆盖，但是 uj 不能被 
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它的仟一办限子族盖住，因此它不存在有限子沒盖，这涪 X 紧致 
不盾- 

U ) 设点^的任一邻域都含的无穷多顼.因为 X 是 G 
空间，可取1的可数邻域基使得时，[夂 Cl 取'是 
{^)包含在 R 中的那些项中的第 〖个， 则％^>4， Vi . 因此 
■ th ，&，-•]是 U ; ■的子序列-由作法容易证明: S — 1 | 

度量空间满足 Q 公理，因此紧致度 M 空间是列紧的. 

逆向的证明要困难得多，还要先引进儿个概念. 

度量空间 ( Xd ) 的子集4称为 X 的一个，网 Q 是一正数）， 
如果 VieUCr "4)<3, 即 - X . 

命题2+11对任给3>0,列紧度量空间存在有限的心网. 
证明用反证法.否则，3&>0,对 X 的任何有限子集总 
可找到点 xex ， 使得 dud )》％* 用归纳法构造 x 中序列 如下: 
任意取定.当前 M 个:^，: r 2 , …， ： r fl 取好后，取 J： rt + 1 使 dix ^ i ^ r ,) 

会心 ， Vi = l ，…， l 这样齊到的序列 {〜} 满足 
_/，因此它没有收敛的子序列，与列紧性矛盾. ■ 

作为命题 2. 11的一个应用，得到:列紧度量空间一定是有界 
的* 

设 I 是列紧度董空间 ( u ) 的一个开覆盖，并且 Xe 欲+规 
定 X 上 函数 ？ V : X — E ' 为 

如 0) = sMpidix^') \U ^ 你}， V x 6 X, 

因为 X 是有界的，有 A /, 使得^^， 30 <况々^ 3 ^叉，所以当^/參 
X 时, JC ^ RXA /， 从而 yvU ) 有意义.又由子财是开覆盖，存 
在 f / e 你， 使得: ret /， 从而怜 Cz )> rf &， Ln > o , 

现在验证 ㈣ 是连续的. \ u ， yex，diyJJO = \ nl { d { y , a)\a 

6 U ( } <in({^(x,^) 4 - cUx,a)\a ^ U c } = d(x,y) +dO ， t/0 ， 

因此9^(>) : ^3(^'，5)+9^(1)-対称地，9 3 3/(^:)<^(了，30 + 

这样 I ^ d ( x ^ y ), 因此容易看出 ㈣ 连续 - 
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定义 2.3 设说是列紧度量空间 （ xw ) 的一个开覆盖 ， xe 
故.称函数的最小值为贫的 Lebesgue 数，〖己怍 M 你〕 • 

命题2,12 /」(你)是正数；并且当 OCdCM 欽)时， Vrex , 

BU , 幻必包 含在贫的某个开集 (7 中， 

证明因为 X 列紧，所以~在某点 a 处达到最小值，即 

人(议） =^< jr o )>0* 

¥^^又，占<厂(％)<恤(文），因此存在176叙，使得以文^0 

>心从而 B 0 r 3) C ^7. | 

现在吋以来证明主要结果了， 

命题 2. 13 列紧 度董空 间是紧致的/ 

证明设 ( X ， J ) 是列紧度量空间.要对它的开覆盖 I 找出有 
限子覆盖.不妨设你中不包含 X ,从而有 Lebesgue 数 L ( D . 取 
正数 <5< X ( 你），令{心 ， a 2 ，是 X 的在-网（存在性由命题 

TI 

2, 11 保证）.于是 = X t 由命题 2- 12， W ， 有 t/_e 你, 

i =\ 

使得 B ( a ^ d ) ClU t . 于是肌， t / 2 ，…山 U 是级的一个有限于覆盖. 
命题得证 .I 

综合命题2, 10和 2* 13,得到 

定理 2. 5 若 X 是度量空间，则 X 列紧紧致. | 
于是有界闭区间是紧致的,球面 V 和实心球 IT 是紧致的 * 一 
般地， F 的子集4紧致的充分必要条件是^为有界闭集+ 


3.3 紧致空间的性质 

下面的讨论中常要涉及到拓扑空间的紧致于集.一个拓扑空 
间 X 的子集4如果作为子空间是紧致的，就称为 X 的紧致子寒. 
选里在概念上并没有提出任何新思想.下面介绍判断一个子集是 
否紧致的办法，实用中它常常比定义方便些. 

X 中一个开集族 W 如果满足 A C U (7 ， 则 称從是 /I 在 Jf 

中的一个开覆盖 (区别于 A 的开覆盖，后者由4中的开集构成). 
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命题 2.14 A 是 X 的紧致子集在 X 中的任一开覆 
盖有有限子覆盖. 

证明设鈥是 A 在 X 中的开覆盖，则 { Uf]A 
It / ef } 是4的开覆盖，因为/ I 紧致，所以有有限子覆盖 
{ U ^ A . U ^ Ar -. U ^ A }. 则彳 f 7, ，(7 2 ，…， tU 是纷的有限子覆 
盖- 

^=.设 y 是 a 的开覆盖.则由子空间拓扑的定义 ， vve 
取定 X 中开集(7,使得 V ^ Ur \ A r 所有得到的 C 7 构成 A 在欠 
中的开覆盖 I . 由条件，欲有子覆盖 { UpfA ， …， J 7 丄于是似⑴ 
A ， KnA ， …，(八 HA } 是 f 的有限子 覆盖. 这证明了 A 的紧致 
性 .I 

命题 2. 15 紧致空间的闭子集紧致. 

证明设 X 是紧致拓扑空间是 X 的闭子集.证/ I 的紧致 
性只须 i 正明/ I 在 X 中的任一开覆盖有有限子覆盖.因为 A 是 
闭集，所以 A 是开集.于足 f 屮添加了 A 后得到 X 的一个开覆 
盖.由千叉紧致，它有子棱盖 UA , …， dA 、 子是{仏，…， [ U 是 
「 V 的有限 子覆盖 ( A 的覆盖) . | 

命题 2. 16紧致空间在连续映射下的像也紧致， 

证明设/紧致，映射/ : x - y 连续.要证明 / OO 是 Y 的 
紧致子集.设咖是 /( 幻在 y 屮的开覆盖，则 {/ 

X 的幵裰盖.有子覆盖（/ ^[/山/、％)，…，/-%/,)}^!! X 

n ^ n 

— 于是 /( 幻 ={Jnr i (u^ czjjd 因此 

i ] i= I 3=l 

IU ,、 U ” … ,〖/] 是说的 f 覆盖， m 据命题 2,14，/( X ) 紧致， ■ 

命题 2.16 的一个直接推 论是： 紧致性是拓扑性质.当然，从定 
义就可得到这个论断. 

推论 定义在紧致空间 t 的连续函数有界，并且达到最大、最 
小值. 

证明设 X 紧致，/ : X 连续.根据命题 2. 16，/( X ) 是 
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fi 1 上的紧致子集，因此是五 1 的有界闭集，故/是有界的.设心 A 
分別是/( X )的最大、最 小值， 则有 A ， nex , 使得/(々）=心 
/(■ r 2 ) ，即/在 a ，: r 3 处达到最大、最 小值. ■ 

3.4 Hausdorff 空间的紧致子集 


下面讨论紧致和公理共同作用下能得到的结果. 

命题2, 17 若力是 Hausdorff 空间 X 的紧致子集 ，^ e 则 

^与4有不相交的邻域. 


证明 贝 ！ I 

X 是 HausdoHf 空间，因而 f 

和 J 有不相交的开邻域 f /, 和 
V %(它们都随 j 而改变 ). {VM 
3^64} 构成 A 在 X 中的开覆 

盖 r 有子覆盖 { Vy _ f Vy z f *** ? 

n 

匕」 .记 17 = ( JF ，. （图 2-4)， 

则它们都是开集 ( C / 是开集仰 
仗于“有限”），并且分别是 X 
和1的邻域.因为《7门 

V 即为所求. | - 



推论 Hausdorff 空间的紧致子集是闭集. 
下面是一个常用的定理. 


定理 2. 6 设 /: x 〜 r 是连续的 一一 对应，其中 X 紧致 ， y 

是 Hausdorff 空间，则/是 同胚， 


证明 要证明/- 1 : X 连续， K 须证/是闭映射(见第一 
章 S 2 的习题 11) •设 Z 是 X 的闭集，由命题2 + 15,4是紧 致的; 
由命题 2. 16 t /(4)是7的紧致 子集； 再由命题 2. 17的推论知 

/ C 4) 是 y 的 闭集. ■ 
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命题 2. 18 Hausdorff 空间的不相交紧致子集有不相交的邻 

域. 

证明用命题 2. 17的方法和结果，请读者自己补充证明细 
节 .I 

命题 2. 19紧致 HausdorH 空间满足 T 3 ， T 4 公理 ■ 

证明只用证满足7\公理.设 A 和 B 是紧致 Hamdorff 空 
间 X 的不相交闭子集，由命题2, 15,4， B 都紧致，再用命题 2. 18, 
A 和 S 有不相交邻域.这证明了 X 满足 r , 公理. ■ 

3 .S 乘积空间的紧致性 

容易看出，紧致性没有遗传性，例如闭区间紧致，它的子 
集 UA ) 不紧致.但紧致性有可乘畔，下面证明此结论. 

引理设 .4 是 A ： 的紧 

致子集，^是 y 的一点，在 
乘积空间中是 

的邻域.则存在 X 和 

: y 的开邻域和 V ，使得 (7 

证明 V ： r 6 儿则 （ J ：, 

30 是 W 的内点，因此吋作 

id 的幵邻域 f 人，使得 
u . xv ^ ciw , 是 

4在 X 中的幵覆盖 . m A 紧致， U 人 Ue 有子覆盖乂、， 

« n 

…， V^v = U ?； ^^ r 二 fl V ' (见图2-5)，则"和 V 分別是 

?= 1 T= L 

fl 

乂和^的开邻域，并且以\1(=。（ (7 ' ) <1%)〔以.| 

t—- J 

定理 2.7 若 X 与 Y 都絷致，则 Xxy 也紧致. 

证明设是的开覆盖.要说明它有有限子覆盖 .Vy 
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则 XX 兰 X ,从而是紧致的 . I 也是它在 X 的开覆 

盖，有有限于覆盖，即可选出 I 中有限个开集，它们的并集是 
XX (； y } 的邻域.由引理，有: y 的开邻域匕，使得 XXV %[ H / v ， 因 f M 
XXV ,被贫中有限个开集所覆盖.{匕卜6幻是紧致空间 r 的 

1W 

开覆盖，有 T 覆盖 {VvVh ， …， v, n }，gp x X Y - U (X x '), 

其中每个 xxv f 都被货中有限个开集覆盖 . 于是 xxy 也被 從 
中有限个开集所覆盖，即 I 有有限子覆盖. ■ 

定理的结论荇易推广到有限乘积的情形.对无穷乘积情形，有 
Thxohob 定 理:如 果规定 了1 上的拓扑是乘积拓扑，则当 每个兄 

Ae A 

都紧致时， H 足也紧致.这个足理的证明要用到 Zarn 引理或与 

A 

之等价的逻辑命题.这里省略了. 

3.6 局部紧致与仿紧 

紧致性是-种很好的拓扑性质，但它毕竟太强了，连欧氏空间 
『 也不是紧致的.现在介绍紧致性的两种推广:局部紧致和仿紧. 
它们在拓扑学以及微分几何等学科中都是较常用到的.但在本书 
中它们用得很少或不用，这里只介绍它们的定义和最基本的性质. 

定义 2 ,4拓扑空间 x 称为局部紧致的，如果 vxex 都有紧 
致的邻域. 

显然，紧致空间是局部紧 致的; p 也是局部紧致的. 

下面讨论局部紧致和 t 2 公理配合的结果. 

命題120设； f 是局部紧致的 H ^ msdorff 空间，则 

(1) X 满足 T 3 公理； - 

(2) 紧致邻域构成它的邻 域基； 

(3) X 的开子集也是局部紧致的. 

证明 （1) 设:是: r 的开邻域 +要证 明存在 I 的开邻 

域 VS 使得 F 匚 [/. 
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取 ^ 的紧致邻域 P ， 因为 F 是紧致 Hausdorff 空间，所以满足 
了 3 公理•在 f 中， fflf / 是工的开邻域，因此 有厂中 开集取 

并且 t ^ CFnC / Cf /_ 又因为 F 是 X 的闭集（见命题 2. 17的 

推论），所以兩^ =妒（见第一章§ 1习题12中 （1)) .圮 
V ，它是 X 的开集，且 x € V r V ( ZWCU . V 即为 所求. 

(2) 设; reX , C 7 是^的开邻域.要证明存在^的紧致邻域 C 

Cf/, 

作: T 的紧致邻域 f ， 则 FAC / 是 r 的邻域.因为 x 满足 r 3 公 
理，所以有1的邻域 V ，满足 V ( ZFDU ( ZU ,^ 它是紧致空 

间 F 的闭集，因此紧致 . C 即为所求. 

(3) 从 (2) 直接推出* | 

拓扑空间 X 的覆盖從称为局部有限的，如果 X 的每一点有 
邻域 V ，它只同你中有限个成员相交， 

设货和都是 X 的覆盖，如果的每个成员都包含在 
欲的某个成员中，则称你'是货的加细，如果#还是开覆盖，则 
称※^为欲的开加细， 

定义 2.5 拓扑空间 X 称为仿紧的，如果 X 的每个开覆盖都 
有局部有限的开加细 ®. 

我们只给出一些论断，不予证明. 

紧致空间是仿紧的. 

仿紧的 Hausdorff 空间满足 T 4 公理- 

局部紧致，并满足 C 2 公理的 Hausdorff 空间是仿紧的.从而 

P 是仿紧的- 

度量空间是仿紧空间. 

习 题 

L 证明 (*， r r ) 的任何子集都紧致;证明 (*, r t ) 不紧致， 


①许多文献中要求仿紧空间必须是 Hausdorff 空间 
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2+ 按以下步骤证明列紧度量空间紧致. 

(1) 若 X 列紧，则每个可数开覆盖有有限子覆盖； 

(2) 若 X 满足 C 2 公理，则 X 的每个开覆盖有可数+覆盖 

紧致； 


(3) 如果 X 满足 C 2 公理，则 X 列紧 

(4) 列紧度量空间满足 Q 公理，从而紧致. 

3 -有限个紧致子集之并集紧致. 
y 设 d 是度量空间 ( Xj ) 的紧致子集，则 

(1) 规定 d 的直径/>(乂）= sup { d ( x , y ) \ x,y 6 证明存 


在，，6儿使得 d ( x ^ y ) = D ( A ) ; 

(2) 若 16/1，则存在3^/1,使得2(，，)0=^(心4) ; 

( 3 ) 若 B 是 X 的闭集， yin 月 = ( 山 5 ) 关 0 , 

5 -证明紧致空间的无穷子集必有聚点 (Bolzano-Wderstrass 

性质) - 

6 . 如果 X 的每个紧致子集都是闭集，则 X 的每个序列不会 
有两个或两个以上的极限点， 

7 . 证明紧致度 M 空间是可分的，从而是 G 空间 . 

8 . 如果 xxy 紧致，则 x 与 y 都紧致 . 

9 . x 的子集族 ^〆 称为 有核的，如果/中任何有限个成员 
之交非空 . 证明： x 紧致的任何有核闭集族^之交 


f]A^0. 

AC 

10. 设4，方分别是 X ， F 的紧致+集, w 是 xxy 的开集，并 
且 AX 5 CIH /. 证明分别有开邻域仏 V ，使得? 7 X 7 CM /- 

11. 设 y 紧致，证明投射是闭映射， 

12. 设 X 是 Hausdorff 空间，则 X 的任意多个紧致子集之交 

集也紧致- 

13-如果 X 满足乃公理， d 是 X 的紧致子集,17是4的邻^ 
域.则存在3的邻域 V ，使得 FCtA 

14. 设 X 满足 L 公理，则 X 中紧致子集的闭包也紧致. 
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15, 址明度 M 空间 X 紧致的充分必要条件是 X 上任一连续 
函数都是有界的. 

16-设/: y 是闭映射，并且是 x 的紧致 

子集.则对干 f 的任一紧致子集仏广乂抝也紧致. 

17. 证明局部紧致空间的闭子集也是局部紧致的， 

18. 设 ( X , r ) 是非紧致拓扑空间.在 X 中添加一个新元素 n ， 
所得集合记作 X ..规定 X * 的子集族 

r , =r U { X ,} U {厶\^$是/的紧致子集}- 

(1) 验证 t 是 X . 上的拓扑； 

(2) X 是的稠密 子集； 

(3) ( X , ， r * ) 是紧致的 〆 称它是(兄^)的_点紧致 化）； 

(4) 如果 ( X , r ) 是局部紧致的 Hausdorff 空间，则 ） 是 

Hausdorff 空间， 

19. 证明 F 的一点紧致化同胚于 S ' 

§4连通性 

普通的几何中图形的“连通”性是一个非常直观的概念，它几 
乎无须给出数学定义.譬如，谁都知道，在圆锥曲线中，椭圆和抛物 
线是连通的，而双曲线是不连通的，然而，对于复杂一些的图形，单 
凭直观就不行了.我们来看一个例子. 

例 1 设於的一个子集 X 是由4和5两部分构成的 
(图2-6)，其中 

A = 11 j： y sin ^ x ^ (0，1)卜 

厶 = { (0 ，： V) I — 1 ^ y ^ 1 }- 

单凭直观概念，很难判断 X 是不是连通的. 

对图形连通性的认 i 只必须深化.现在，我们要把连通性作为拓 
扑概念给出严格的定义.直观上的连通 ，可以 有两抻 含义: 其一是 
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阁形不能分割成互不“粘连”的两部 
分;其二是阍形 t 任何两点可以用图 
形上的线连结.在拓扑学中，这两种 
含义分别抽象成“连通件”和“道路连 
通性”两个概念.它们分別在本苷和 
下一节屮讨论.这是两个不同的概 
念.例如对 f h 面给出的空间 X ，将 
看到它连通，但并不道路连通. 
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连通性的定义 



从拓扑上解释“空间 X 分割成互 
不粘连的两部分4和 fi ”， 就是说 X 

和是不相交的非空子集，并且 A 和 / J 都不包含对方 
的聚点，也就是说4 和万 是不相交的闭集(从而也是开集）.于是 


得到连通的 定义： 

定义 2. 6拓扑空间 X 称为 连通的 ，如果它不能分解为两个 
非空不相交开集的并. 

显然，连通与下面几种说法是等 价的： 

X 不能分解为两个非空不相交闭集的并； 


X 没有既开又闭的非空真 子集； 

X 的既开又闭的子集只有 X 与0, 

例如， （《， r /) 是连通的，因为它的任意两个非空开集一定相 
交 ； （if A ) 也是连通的*双曲线不连通，它的两支是互不相交的非 
空闭集 +然而 ，许多直观上连通的空间按照上面的定义来判断并不 
马 t 能得出结论，例如炉的连通性和抛物线、椭圆的连通性就是 

如此. 我们常常根据连通的一璧 性凰^一 连通_来论返 

其他空间的连通性的連通性是我们的出发点，下面先来证明 

^ ~ ■ ■ ■■国 ― 1 — ■ 

设4是倉的非空真闭集，要证 d 不是开集,不妨设0£心但 
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A 闭， 



A 中含正数.记 u 是 A 中正数的下确界, 


立而由 （0 以） n/l = 0 推出 ^不是 A 的内点 ，从而 A 不是开集 .i 




就论证了 E 1 不存在非空的既开又闭的真子集，按定义，是连通 
的. 


4-2 连通空间的性质 

命题 2. 21连通空间在连续映射下的像也是连通的- 
证明 设 X 连通，/:义― Y 连续■要证 /OO 也连通.不妨设 
/( x )= y ( 否则考虑连续映射/: x 一 /( x )), 设月是 y 的既开又 
闭的变 空子集，则广 1 (抝是 X 的既开又闭子集 ./-’（ B ) 是非空的 
(因为此从 X 的连.通性知道/ 从而五 = y 〔也 

是因为/满).这说明 y 的既开又闭非空子集只有 y ， 按定义， y 连 
通 .I 

例2 P 是连通的. 

这是因为有连续映射/: P —夕， / U ) = 

/(E 1 ) =义 ， 由连通，用命题 2- 21推得 S 1 连通- 

E 1 上的子集 A 称为 区间， 如果当时 U <6) 必有[〜 &] 
CA ; 也就是说 A 是凸集. 

例3设 ACdi 〗 /连通是区间 * 

证明 =^. 若 A 不是区间，则可取到实数使得 ct< 
c < i ，并且 而 记 Af >1 n (―= 门 

( c ，+ co )， 则 A = A l \ jA ^ A l (] A 2 ^0, A , 与4都是 A 的非空开 

集，因此乂不连通 * 

若/ I 是区间，则4是下列几种形式之一： 

( a ，6 )， [a ,6] ，[<2，办）， （ a ，6]， 

其中分别可取一…和 + oo t a <6, 对于 [〜幻 可允许此时 
它为一点_(&«兰0，因此连通.由 / U )= | 刘给出连续满映射 

/ ! 五 1 〜[0, +°°) t 因此[0, + °°)连通，从而[〜6)三（〜 6] 三 

[0, + oo ) 也连通.规定& : E 1 —[ a ，6] 为 
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Ci T < a, 

g ( x ) = "I x , a ^. x^hj 

b 

则 g 是连续满映射，因此 [a ,6] 连通* I 

推论连通空间上的连续函数取到一切中间值(即像集是区 

间 ）. 


证明设久连通，/: 久 —P 连续，则 / Q 0 是 P 的连通子 
集.由例3,它是区间. | 


引理若兄>是尤的既开又闭的子集， A 是X 的连通子集， 
则或者 d n 从=0，或者 ACZX ,, 

证明的既开又闭子集+由于 a 连通 f 则或者^ 
命通 2. 22若X 有一个连通的稠密子集，则 X 连通. 


证明 


设 A 是 X 的连通稠密子集， X 。是 X 的既开又闭子 


集.如果则 XoOd 关 0( 第一章§1习题 15), 由引理, A 


于是 X 


ACX 0 




X 。，从而 K 这样， X 的既开又闭子 


集只有0和 X ，因此连通. 


推论 


若 a 是久的连通子集， Acyd ，则 y 连通. 


证明这是因为在 F 中看， A 是稠密子集. 

下面用引理推出判断连通的一个常用法则. 

命 S2.23 如果X 有一个连通覆盖货(傲中每个成员都连 


通），并且 X有一连通子集它与 f 中每个成员都相交，则 X 
连通， 1 


证明设 X。是叉的既开又闭子集，要证明或兄 
根据引理，或 dCXh 如果 AflXc 二0,则 VC / 

e 货，因为 C/n A 參 0 ,所以 U < tx „ 由引理， C/n 义=0，则 

= ( Un x > = u (t/ n - 0 .如果 dcx 。， 则 vc / 

e ^, UnX ^ UC ] A ^ 0 . 由引理,(7匚夕。，则叉 = 

u 乇双 
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X 0 - X. I 

本节开头的例 1 中规定的拓扑空间 X 是连通的.因为 A 兰 
(0，])是连通的，：^=义.用命题 2. 22， X 连通. 

例4 £ 2 是连通的.记 B .,= {( jr , y ) iy ^ E 1 } E \ 则 {& 丨 

xe . E l )^ E 2 的连通覆盖.记{(工，0) uefh 贝 ij 4连通 ,4 n 

B ^0 用命题 2. 23,左连通. 

用归纳法可推出 F 连通. 

例5 V 连通. 任取点则 S ^ U }^ 是连通的，显然 
它是 V 的稠密子集.用命题 2. 22得出 V 连通. 

定理 2. 8连通性是可乘的. 

证明设 X 和7都是连通空间 , PW U X { 〆 \ y ^ Y }^ XXY 

的连通覆盖 * 取则 U } Xy 连通，且与每个 XX {： y } 都相交. 
根据命题 2,23， XXY 连通.丨 . 

4.3 连通分支 

连通分支是研究不连通空间时引出的一个概念_ 

定义 2. 7拓扑空间 X 的一个子集称为 X 的连通分支，如果 ^ 
它是连通的，并且不是； f 的其他连通子集的真子集. 

当/是 X 的连通分支时，如果 X 的子集 BZ ) A ，并且 
则3不连逋,因此可以说连通分支就是极大连通子集. 

当 X 连通时，它只有一个连通分支，就是 X 自身， 

下面的命题说明连通分支的存在作， 

命 S 2.24 X 的每个非空连通子集包含在唯一的一个连通 
分支中， 

证明设4是 X 的一个非空连通子集，记 { FCXIF 连 
通， fnz 乒0 .}， y ; IJf ，则 a 匚 y (因为 aey ). 根据命题 

■■mm" X -■ 

, . 1 );卜 

2；23 T 连通,如 果辞 通子集则 BHA ^ A 竽0，从而 
y ，/?匚 y . 这说明 y 是连通分支. 
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如果 w 也是包含 a 的连通分支，则 w e ■%,因而， cy . 由 

r 的极大性，得 [这证 明了唯 -性. ■ 

x 中任一点:^作为子空间是连通的，因此工包含在唯一的连 
通分支中.换句话说， x 的所有连通分支构成 x 的覆盖，并且它们 
两两不相交. 

例 6记又是 五 1 中全体有理数构成的子空间 * 因为 x 中多 
T 一 点的子空间都不连通（不是区间），所以 x 中的每个连通分支 
都是单点集. 

命題 2. 25 连通分支是闭集 * 

证明 设/ I 是 X 的一个连通分支.根据命题2,22,3也是连 
通的.由4的极大性推出，因此 A 是闭集. | 

例6说明连通分支不必是开集. 

4.4 局部连通性 

定义 2. 8 拓扑空间 X 称 为局部连通的，如果 的所 
有 连通邻 域构成 Z 的邻域基. 

按定义，当 X 局部连通时，如果 (/ 是点1的邻域，则必有: r 的 
连通邻域 va /, 

和局部紧致的概念不同，连通空间不一定是局部连通的. 

例 7例1中的 X 是连通的，但 X 不是局部连通的.取原点 
0 = (0,0).记(7={化,3；)6别3^ — 1}，则^中不包含0的任何 
连通邻域.（由本节习题10, t / 的含 -0 的连通分支是 S \{(0, 

r 

一 1) 丨，它不是0的邻域.因此 C / 中含0的连通子集都不是0的 
邻域 .） 

命题 2. 26 局部连通空间的连通分支是 开集. 

证明设 x 局部连通， a 是 x 的一个连通分支 . vreA ， 因 
为 r 有一个连通邻域，它也必包含在 A 中,所以工是 A 的内点.因 
此/是开集 .I 
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习 题 

1. 证明平凡拓扑空间连通;包含两个以上点的离散拓扑空间 
不连通+ 

2. 在实数集《上规定拓扑 

r l = { (— I — oo<d<+oo }， 

r t = {{ aj?)\a <6：. 

证明 (R A ) 连通， ( if ， t 2 ) 不连通. 

3* 证明 D " 连通 + 

4. 设 X t ， X 2 都是连通空间 X 的开子集，兄 
X , 非空，并且连通.证明 I 都连通. 

5. 设 X 是满足 I ，:^公理的连通空间，并且 X 中至少有两 
个点.证租 X 是不可数的. 

6. 证明局部连通空间的开子集也局部连通. 

7. 证 明:叉 不连通存在定义在 X 上的连续函数 
〜使得/( X )是两个点+ 

8- X 是圮的子集，不全为无理数），证朗 X 
连通. 

9 + 设 X 是紧致 Hausdorff 空间，^是 X 的一族连通闭子 

■ 

集，满足：#中任何有限个成员之交是非空连通集.证明是 
非空的连 通集. ' 

10. 证明例7中所定义的 C 7 的包含(0,0)点的连通分支是 
B \{(0，一1)}. 


§5道路连通性 

道路连通是在直观连通概念基础上演化来的另一个拓扑性 
质+ 对于它，“道路”是关键概念. 
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5,1 道路 


道路概念是“曲线”这种直观概念的抽象化 .曲 线可看作点运 
动的轨迹.如果把运动的起、终时刻记作0和1,那么运动就是闭 
区间 [ CM ] 到空间的-个连续映射，曲线就是这个映射的像集.拓 

扑学中把这个连续映射称作道路，它比像集包含更丰富的含义. 

定义2 .9 设 X 是拓扑空间，从单位闭区间 J = [0，1] 到 X 的 
一个连续映射 a : I ^ X 称为 X 上的一条道路,把点 a (0) 和 a ( l ) 

分别称为 a 的起点和终点 ，统称 端点. 


道路是指映射本身，而不是它 
的像集.事实上可能有许多不同道 
路，它们的像集完全相同.在作图 
时，很难把映射表示出来，只能以 
它的像集代表它，并且画一箭头表 
示点运动的方向（图 2-7). 



如果道路 a : 是常值映射 ，即 a (/) 是一点，就称 为点道 


. 点道路完全被像点 I 决定.本书中把它记作 


起点与终点重合的道路称为闭路,例如点道路是闭路. 


道路有两种运算 :逆和 乘积. . 


定义 2* 10 —条道路 a : 的逆也是 X 上的道路，记作 

S ， 规定为— ， VK / (图2, 8( a )), 



( a ) ( b ) 


图 2-3 
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X 上的两条道路 a 与办如果满足 a ( l )=/ AO )， 则可规定它们 
的乘积它也是 X 上的道路，规定为 

,、 fa (2/)， 0< r < l /2， 

a^CO — { 

\ b ( 2 t - 1), 1/2 <^L 

(因为 a ( l )=6(0) ，当 t = 1/2 时， );“（】）=6(0) — 

所以 以是确 定的，并且由粘接引理知道，它是连续的 .） 

(图28, ( b )). 

下面列出关于逆和乘积的几个性质，它们是 f 易验证的. 

( 1 ) 

( 2 ) ia) —a* ? 

〔3) 当以有 意义时，砝有意义，且、 

道路概念不仅在定义道路连通时有用，它也是代数拓扑学中 
一个重要的基本概念，是建立基本群的基础. 

5+2 道路连通空间 

定义 2. 11拓扑空间 x 称 为道络 连通的，如果 v ^，： vex ， 存 
在 x 中分别以1和^为起点和终点的道路. 

例 1 f 是道路连通的，一般地若4是 f 中的凸集(即 a 满 
足：对 Z 中任意两点 线段巧 CZ ) ，则>1是道路连通的. 
e 儿可作道路 a 为分别以 d 为起 
点和终点. 

作为运动，上述道路是从 I 匀速地走向 y . 以后对于 F 中的 
有方向的直线段、折线段以及圆弧都自然地看作这种勻速道路.如 
道路是表示像点匀速地从 A 出发沿折线段走到 D 
的道路. 

例 2 § 4开头的例1中的 X 不是道路连 通的+ 下面我们证 

明 :如果 X 上的道路 a 的起点 a (0) 则 W /) CB . •从而£中的 

点不能与 A 中点用道路连结. 

i^J = a Vi ?), 它是/的非空闭集，只须再证 J 是开集、就可 

■ 
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从 / 的连通性推出./ =八从而 a ( I ) 
[匕 设斤,/，则不妨设 
ait ) — (0,^ y ) ，: y / — 这时，§ 4例7 

中所定义的 C 7 就是的开邻域（图 
2-9) .由 a 的连续性，存在 f 的邻域 

使得不妨可设 W 连通 
(因为 J 是局部连通的），于是 ^( W ) 
连通，从而 〆 WO 包含于 <7的含 a ( f ) 
的连通分支 B \{(0, 一 1)} 中.这样 

j 

[ J ， t 是 J 的内点， J 是开集， 

§4中已经说明 X 是连通的.这 
个例子说明道路连通与连通是两个 
不同的概念.下面的命题说明它们的 
联系. 



图 2-9 


命睡 2. 27 道路连通空间一定连通， 

证明设 x 道路连通. ex * 则有； C 中道路心使 


得 a ( j _) 二: r ,， z _ = CKl . 于是: rflA 在 X 的同一连通子集 a (/) 中， 


从而它们属于同一连通分支.这样； C 只有一个连通分支，即 X 连 

通. I 


道路连通空间也具有连通空间的某些性质+如 
命睡 2.28 道路连通空间的连续映像是道路连通的. 

证明设 X 道路连通，/ I X - Y 连续. v >，：^ e /( x ) ，取心 
G 广 1 (: y T ) w _ = 0 丄由于 X 道路连通，有道路 a ， 使得 = x if i = 
0，1,于是 / m 是/( X )中的道路，且 / mG )=3^_ = 0，1. 这就证 


明了/( X )是道路连通的 - 



道路连通性也是可乘的(本节习题 3) .此外，对于道路连通性 


也有相当于命题 2. 23的结果(容易从下面对道路连通分支的讨论 
中推得).但命题2, 22对道路连通不成立，例2中的 A 兰(0,1〉，是 
道路连通的，但 X = A 不道路连通. 
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5.3 道络连通分支 


在拓扑空间 X 中，规定它的点之间的一个关系〜 ：若点 ^与 
^可用 X 上的道路连结，则说 r 与 j 相关，记作这是一个等 
价关系:〜连结 a 与自己，有自反性;当^连结: r 与 > 时4连结 : y 

与 X ， 有 对称性 ；如果 〜 〜之 ，设 a 从 : r 到 : y，6 从; v 到 之 ，则 a 

与 b 可乘，并且 ㈤ 从 x 到〜得到传递性. 

定义 2. 12拓扑空间在等价关系〜下分成的等价类称为 X 
的道路连通分支，简称道络分支. 

按照定义， v ： rex 属于 X 的唯一道路分支的每个道路连 

通的子集包含在某个道路分支中; X 道路连通的充分必要条件是 
它只有一个道路分支+ 

命® 2. 29 拓扑空间的道路分支是它的极大道路连通子集. 
证明设 A 是； f 的道路分支.先证 A 道路连通，即 
A ， 要构造4上连结的道路.由道路分支的定义，存 在义上 
道路心使得 ^( 2 ) = ^,^ — 0,1. 由于 a ( J ) 道路连通(命题 2. 28) ，它 
必含于一道路分支•又因为奴 /) 与 A 有交点，所以 〆 /)(=九 子是 
^ 可看作 Z 上连结的道路. 

再 I 正极大性.设道路连通，则 S 所在的道路分支就 
是 A ， E[H = R 这证明了 A 的极大性， | 

从命题立即可推出， X 的每个道路分支都连通，因此必包含 
在某个连通分支中.于是， X 的每个连通分支是一些道路分支的 
并集+ 


5.4 局部道路连通 

类似于局部连通的定义，有局部道路连通的概念. 

定义 2. 13 拓扑空间 X 称为局 部道路 连通的，如果 V ^ reX , 
^的道路连通邻域构成 I 的邻域基， 

道路连通空间也不-定是烏部道路连通的. 
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例 3 记 X 是铲的“箆形子集” 

X = { Otj ) 是有理数，或 j = 0}, 

显然 X 道路连通，但不是局部道路连通的（请读者自己验证）. 

引理 如果拓扑空间 X 的每一点; r 有邻域[人，使得工与 (7, 
中每一点都可用 X 上道路连结，则 

(1) X 的道路分支都是既开又 闭的； 

(2) X 的连通分支就是道路分支 .. 

证明 （ I )引理的条件就是有邻域 C ^， 它与^属同 
一道路分支，这样1是它所在道路分支的内点，因此每个道路分 
支是开集.道路 分支』 的佘集#是其他道路分支的并集，因此是 
开集 •于是 4又是闭的， 

(2) 设4是道路分支，£是包含 A 的连通分支.则 Z 是5的 
既开又闭的非空子集，从而4 =及 | 


局部道路连通空间满足引理的条件，因此有 


定理2 



局部道路连通空间尤的道路分支就是连通分支， 


它们是既开又闭的；当 X 连通时,它一定道路连通 


习 



1. 证明 V 道路连通(《>1), 

2. 设4[圮，尤是可数集 +证明 A 道路连通. 

3. 证明道路连通是可乘的. 

4. 设不， 义都是 X 的开集，且兄 a 是叉上的道 
路，它的两个端点分别在兄 ， X 2 中.证明 a ~ l 2 3 4 5 CX x r \ X s ) 非空. 

5. 如果足和工都是 X 的开集，并且义与足 
0^都道路连通，则与兄都道路连通. 

6> 第5题中将和&是 X 的开集”这条件改为和 
是 X 的闭集”.证明结论仍成立. 
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§6 拓扑性质 与同胚 


在第一章中曾说过，拓扑性质能用来_拓扑空间的不同胚. 
现在我们用本章所学的拓扑性质检验我们学过的各种空间- 

在实数集 it 上，我们已建立了备种拓扑,除离散拓扑和平凡 
拓扑外，还有欧氏拓扑， r/ ，r ( 以及 

r 丄二 K— )1 - - OO ^ a T 

r 2 = {[a^) \ a < h}. 

不满足乃公理，只有 (lt，r 2 ) 不连通，只有(及七)是紧致的,因此它 
们都不同胚干别的 空间. （U 不是 Hausdorff 空间，区别于 S 1 , 
因此五个空间两两不同胚， 

利用紧致性，得到有界闭区间 [a，6] 不同胚于开区间和 

[0,+oohS 1 不同胚于五 1 . 

利用连通性和反证法可得到[0，+^)不同胚于£ ] .否则， 

设/: [0，+的 )40 是同胚映射，则 / t(0，+ oo) : (0，+oo)— 
E \ f ( 0 ) 也是同胚映射，但 (0, +co) 连通，以\/(0)不连通，与连通 
是拓扑性质矛盾. 


习 题 

1. 证明圮与 Ph>：l) 不同胚. 

2. 证明 J 与^不同胚 • 

3- 若五 1 连续，则/不是单的，也不是满的. 

4* 若/:义―穿连续，则存在 feP， 使得广 W) 是不可数 

集，并 a 在 /(f) 中，原像是可数集的点不多于2个. 

5* 证明5 2 笋 S 1 . 
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6,证明两条相交直线的并集与一条直线不同胚, 


第三章商空间与闭曲面 


本章中，我们要讨论一类持殊的拓扑空间：闭曲面，它是拓扑 
学（特别是代数拓扑学和低维拓扑学）中最重要的研究对象之一， 
也常在许多别的数学分支中出现.我们将讨论闭曲面的拓扑分类 
问题* 

商空间概念给出了- +种从已有拓扑空间构造新空间的方法. 
这神方法在代数拓扑学中是很有用的.它也将是本章研究闭曲面 
时所用的主要方法. 


§1几个常见曲面， 

在曲面中，除 r 平面於和球面 y 外，最常见的是乎环、 
Mobius 带、环面、 Kleh 瓶和射影 f 面.它们都可以用矩形面块经 

过粘合而得到> 

1*1 平环和 Mftbius 带 

把矩形面块弯曲并将两侧迈粘接、得到一截圆柱面（图 3-1). 




ffl 3-1 

它同胚于平面上由两个同心圆所夹的环带 T 因此拓扑上称它为平 
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环 .确切地说，平环是一个拓扑等价类屮诸空间的统称，不论这个 
空间确实是一环带，还是圆柱面或其他形状，也不管它的大小，只 
要属于诙拓扑等价类，都称作平环- 

制造平环时，只要将矩形弯曲而不要拧转，因此矩形两侧边上 
同高度的点相粘合，图 3-1 中，矩形两侧标相同文字的点表示要粘 
合在一起的+如果先将矩形拧转180%再将两侧边粘接(如图 3-2 
听示），所得空间就是著名的 M 6 bius 带， 



图 3-2 

从直观上看， M 6 bius 带与平环有许多不同之处，首先，平环的 
边界是两条封闭曲线，它们分别由原矩形的上下边将两端点粘合 
而得到；而制造 MSbius 带时，原矩形上边的两端与下边两端粘 

合，连成一条曲线，因此带的边界是一条封闭曲线.其次， 
平环是双侧的， M 6 bius 带是单侧的 * 当然，局面地看， VUibhis 带上 

每一点附近的面块有两个側向，担从整体上看，这两側是连成一片 
的，从某一点的一侧在带上移动可以到达该点的另一侧，中间不用 
翻越边界.在平环上这是做不到的.还有，沿平环的中线割开可将 
平环分割成两个平环，而沿 Mobius 带的中线割开得到的还是连 
通的一条带子(请读者说明这是一个平环).以上的差别，从直观上 
说明了平环与 Mobius 带不同胚*以后会严格证明它们是不同胚 
的. 
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1* 2 环面和 Klein 瓶 

环面和 Klein 瓶都可以用一截圆柱面(平环)将两个截口互相 
粘接而得到. 



图 3-3 

如果每一直母线段的两端粘合，所得到的是环面(图 3-3), 两 
个截口是以相同的方向相粘接的.如果让两个截口方向相反地粘 



接，则得到 Klein 瓶(图 3 _ 4 )•要实现这样的粘接，必须将圆柱而弯 
曲后，把一端穿过管壁进入管内与另一端相接.在3维空间中这是 
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做不到的，因为在进入管内之处必然要相交.但在 4 维空间中可以 
实现(让相交点的第四个坐标不同，从而把它们分开). 

Klein 瓶也是单側的（图 3-4), 以后要证明它与环面不同胚. 

环面是一种常见曲面. 
各神轮胎的表面是 环面； 圆 
周绕着与它共面但相离的轴 

线旋转得到环商（图3-5)，称 
此圆周上的点旋出的圆为纬 
EN 以轴线为界的半平面与 
环面的交线祢为经圆;义 X 
5 ] 是环面 （§2 习题6>,—般 
地记7〜=^穴… XSS 称为 n 

维环面.这里讨论的是2维 

环面 T 2 . 

和平环一样，环面和其他曲面都是一个拓扑等价类中空间的 
统称. 

1.3 射影平面 

射影平面记作 P ，它是射影几何学中的概念.拓扑学中，有几 

种描述它的方法，其中之一是把圆盘 

它同胚于矩形面块）的边界 S 1 上 

每一对对径点（同一直径的两个端 
点）粘合，得到射影平面(图 3-6) .这 
种粘接直观上就不好理解了，在3维 
欧氏空间中是做不到的，在4维空间 

中能实现，但也不好想象.我们将在 
图 3 -fi 后面说清楚它. 

用“粘合”方法制造新拓扑空间是拓扑学中常用的一种方法. 
还有许多更复杂的“粘合”，凭直观是不好接受的 * 例如,把圆盘 
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I 纬珂 
图 >5 


D-y\\' 



if y I 

图 3 7 


与 / 的乘积空间 D ^ XI 的一端(子集戊 X {1}) 捏为一点，得到的 
空间的直观形象是一个圆锥体（图 34). 扣果用一般拓扑空间 X 
代替得到的空间是什么？又如把环面上的一个经圆和一个纬 
圆捏在一起成一个点，又会得到什么空间?这些问题都不能靠直观 
来回答* 

从拓扑学的观点来说，需要有一种描述粘合所得到的新空间 
(不论它在直观上能否接受）的拓扑的方法.这就是下一节要解决 
的问题 - 


习 题 

1. 扣果把矩形带先扭转360%然后把两侧边粘接，得什么空 
间（图 3-8) 



图 3-8 
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2. 证 明：沿 MSbius 带的中腰线割开，所得空间是平环， 

3. 如果先将圆柱面拧180%再弯曲粘接两截口，得什么空 
间？（图 3 d ) 


D 





D 


D 


图 3-9 


§2商空间与商映射 


2. 1商空间 

设拓扑空间 X 上作某种粘合得到新空间.如果把要粘在一起 
的点称为互相等价的点， X 上就有了一个等价关系，每个等价类 
被粘合为新空间上的一个点.因此新空间的集合就是等价类的集 
合-一般地，一个 集合义 上如果有等价关系〜，相应的等价类的集 
合记作 X /〜，称为 X 关于〜 的商集 .把 X 上的点对应到它所在等 
价类，得到映射 p : 〜， 称为粘合映射 .设； f 已有了拓扑， 

现在我们来规定 X /〜上的一个 拓扑， 

定义 3.1 设 ( X ， r ) 是拓扑空间，〜是集合 X 上的一个等价 
关系,规定商集 f / 〜上的子集族 

则 7 是 X / 〜上的一个拓扑(请读者自己验证） T 称为 r 在〜下的商 
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拓扑 ，称 ( X / 〜， 7) 是 ( X ， r ) 关于〜 的商空 间. 

以后，我们在不致产生误解的情况下，把 a / 〜 ， o 简单记作 
Xh' 

按照定义， x / 〜的开集也就是在户之下原像是 x 中开集的 
那些子集•显然户：〜是连 续的; 并且，如果集合 X /〜上另 
有拓扑 r ' 使得^连续，则 r ^ Cr . 因此7是 X /〜上使得粘合映射 p 
连续的最大的拓扑. 

定理 3.1 设是两个拓扑空间，〜是 X 上的一个等价关 
系 , g I X /—-^ Y 是一映射，则 g 连续。/>连续， 

证明 由于户 连续，当发 

连续时，复合映射 g 。也连续（见右图 X 
所示的交换图表). 

须要对 y 的任一开集 V ，验/ 

证厂 w) 是//〜的开集.这是因为 t 
户 是 x 的开 x/ 

集(根据^户连续），按商拓扑的定义 ， g _ w ) 确是开集- | 

现在用商空间的观点来看§ 1中的“粘合”方法. lugpr 2 j ? 
例，记 x 是用来粘制了 2 的圆柱商•粘合过程规定了从 x 到 T 2 的 
连续映射 /. 记〜是粘合决定的等价关系 m : X /— T 2 是相应的 
一一 对应关系，于是/=反。 a 因为/连续，所以 g 连续（定理 
3*0. 由于 X 紧致和户连续 J / 〜是紧致的，而 L 工? 

皇趾根据定理 2. 6,连续的 一一 对应 g 是同胚,这就是说，在拓扑 
意义上看就是商空间 X /〜.这样，我们就可以完全摆脱直观, 
直接用商空间概念来理解§ 1中所说的粘合方法了.像射影平面 
那样不好理解的粘合制作法也就有了明确的意义.反过来粘合法 
就是商空间这个抽象概念的直观背景. 

下面用商空间概念规定一种常用的空间， 

设>1是拓扑空间 X 的一个子集(通常是闭子集），把3捏为 
一点（也就是将4看作一个等价类，别的点各自成一等价类），得 
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到的商空间记作 X/A 

对任一拓扑空间 X ，记 CX := XX " XX {1}， 称为 X 上的拓 

扑钱- 

如果取 aeE" h ，规定 P 4 1 的子集 

aX : = [/a + (1 — f)j I ; 6 I ^ X } ， 

称为 X 上以 a 为顶点的几何锥- 

如果 X 是 F 的紧致子集，则 aX 兰 CX . (习题 10). 

■ 

2.2 商映射 

■ 

商映射和商空间是密切相关的概念.可以说它们是队不同的 
角度看同一事物.商映射是从映射的角度观察，更有利于加深认 
识- 

定义3, 2设 X 和 y 是拓扑空间，映射/: 称为商映 

射 ，如果 

(1) /连续； 

(2) /是满的； 

(3) 设 iicr , 如果广 是 x 的开集，则 b 是 y 的开集+ 
注意到/ \片 ）= (/-\ s ) y ， 于是，广 1 (扪是 x 的开集 
广 U 及）是 X 的闭集.由此容易推出 （3) 等价于：设 FO % 

如果/ ' F ) 是 X 的闭集，则 F 是 y 的闭集. 

(1) 与⑶合在一起也 就是: S 是 y 的开集乂万)是 x 
的开集.当 x / 〜是 x 的一个商空间时，粘合映射 p : x — x / 〜满 
足此条件，并且是满映射，因此是商映射， 

分析定理3+1的证明，用到的正好就是 P 是商映射这个性质 + 
因此定理 3.1 可以改写为 

定理 3 . u 若是商映射 y 是一映射.则 

貧连续连续 -I 

任给映射/: x — y ， 规定 x 中等价关系厶如: F : v ^，/ eA % 
若 / Oc ) =/(/)， 则说 J ： 与 X '上等价，记作 r 九 X ’ • 
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命匾 3.1 如果/: x — y 是商映射，则 x / z 兰 y . 

证明 记户： x — x / 丄是粘合映射.由义的意义显然有…… 
对应: X /丄 -^ Y ， 使得 g D { = /，等价地发 _] 。分别用定 
理3, 1和3, la ， 得到貧和皮 1 的连续性，因此 g 是 同胚 . I 

命题说明，当/: x - y 是商映射时， Y 可看作 x 的_，个商空 

间，而/也就是相应的粘合映射. 

命题 3. 2连续的满映射 /: x — y 如果还是开映射或闭映 

射，则它是商映射. 

证明 /已满足 （1) 和 （2) .当/是开映射时，如果/ 是 

X 的开集，则方=/(/ -1 (方））（由 （2)) 是 y 的开集，因此 （3) 成立. 

当/是闭映射时，可类似地证明 （3) 的等价条件. ■ 

例如，乘积空间 xxy 到 x 的投射 ； 是满的连续开映射•从 

而它是商映射.（一般来说它不是闭映射 .） 

F 面是一个实用价值很大的判定商映射的充分条件. 

定理 3. 2如果 X 紧致，7是 Hausdorff 空间，则连续满映射 

Y —定是商映射， 

证明 设 zix 的闭集，则 a 紧致，从而 / gi ) 紧致.由于 y 
是 Hausdorff 空间， /04)是 Y 的闭集.于是/是闭映射.再用命题 
3. 2，/是商映射+ | 

从定义容易看出，单一的商映射就是同胚.于是定理 3. 2就是 
定理 2. 6的推广.它们的证明方法是类似的. 

命匾 3. 3 商映射的复合也是商映射. 

证明设 /: x — y 和 z 都是商映射.^/显然是满 
的连续映射.设 ccz ， 使得 k 。 /疒1 ( c ) 是开集.由/是商映射和 
fmcx g 。 /广 1 ^)，得出是开集，再从尽是商映 
射推出(：是开集 * 因此^ /满足条件 (3). 1 


2,3应用举例 

例1如图 3. 10( a ) 所示粘接矩形的两双对边*得到环面 
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分两步实现粘合.先粘接上下边对 a ， 成一圆柱面，边对6成为它 
的两个截口，再粘接这两个截口得到两次粘合映射的复合是 
从矩形到 P 的商映射,它恰好实现所要求的粘合. 

类似地，图 3. 10 a ) 所示的粘合把矩形变为 Klein 瓶. 

例2记为乃 2 的边界圆周，则 DV 义兰也就是说把 D 2 
的边界捏为一点得到球面 V . 

作/: 为 

f{ re inff ) ~ ( 2 vV(l — r)cosd f 2 VV(1 — r)sini?, %r 一 1 ) ， 

则 / 满、连续，并且 K 紧致，以是 Hausdorff 空间，从而/是商映 
射.不难看出，上就是实现捏合义为一点的等价关系.于是 、 WS X 

= D 2 /L=S\ 

例3把平环 X 的一条边羿上的对径点都粘合，得到 Mobius 





沿 f 枯合 


— Y 



囝 3-11 


1 


带. 

如图 3-11 所示，记所得空间为 r ， 相应的粘合映射为 p . x 是 
两个矩形 I 和 I 沿 a 和6粘接所得商空间 +于是 y 是 I 和 I 粘接 

和 r 三对边所得商空间.如果先沿^把 I 和 I 粘接为一个矩 
形,再粘接 a 6( 它们已连接起来）边对，得到的是 Mbbkj s 带，它也 
是 I 和 I 粘接边对所得的商空间.因此 y 是 M 6 bius 带. 

例4 将三角形两边“同向”地粘接(图 3-12) 得什么空间？ 



图 3-12 

类似于例3,先将三角形分割为两个小三角形，沿《将它们粘 

接为一个矩形，再把分割线6粘接，得到 M6bius 带.因此所得空 
间为 M6bius 带. 

下面讨论射影平面.按射影几何中的定义， P 屮的中心直线 
把就是射影平面.设把的中心为原点 O . 规定度量 

h 的夹角.于是射影平面成为度量空间，记作 P 2 . 

我们来说明严的其他几种形式(包括§ 1中给出的形式 h 
设 P 为单位球面-作映射/: S 2 — 产为： VxGWCr ) 是由 
^与原点 O 决定的直线，则/是商映射,上就是把 P 上的每对对 

径点看成一个等价类.因此 V 上粘合每一对对径点，所得商空间 
就是户. 

怍尽 t d 2 — s z ^j 公 （ d )=( j ，： v ， yi — x 2 — y ) ，贝° 片 1 

疗—尸 2 也是商映射，因此 d 2 上粘合 v 的各对对径点得到；^ 
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(阁 3-13). 




粘 土 




因为矩形同胚于 i ) 2 , 因此如图 3-14 那 

样粘接矩形两双对边也得到 

例5 沿边界，将 Mobius 带与 D 2 粘 

合在一起，商空间就是 

例3说明 Mobius 带是平环粘合外边 
界上对径点所得商空间.因此 X 是平环的 
外边界粘合对径点，内边界粘接一圆盘所 
图 w 得空间（閉 3-15) .如先粘接圆盘，则可看出 

叉是尸 2 , 






$ 3-15 
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2.4 关干商映射的一个定理 

设,:足 it 01.2) 是映射.规定映射 

f } x f z x , x x z ^ y , x . y , 

为 （/, X /^( A t x £ ) = (/] ( h ), 八 U 2 ) 乂显然，当 乂和 / 2 都满时 
A X / 2 也满，当和/ 2 都连续时夂 X / 3 也连续.如果 A 和/ £ 都 
是商映射时， Ax / E 是否也是商映射？ 一般地，这是不成立的.只 
有在一定的条件下才成立. 

定理 3. 3 设/ : X — y 是商映射， Z 是局部紧致的 Haus - 
dorff 空间 ， id : Z — Z 表示恒同映射，则 

/xid ： xx z — yxz 

也是商映射. 

证明记 F = fXid . 它显然是连续满映射.只须验证商映射 
的条件(3)，即当呢 CTXZ 使得 F - KW ) 是开集时，验证 W 是开 
集.任取 (3^ A ) eiV ， 要证明它是 W 的内点 * 

取因为 f _( mo 是开集. 
所以有％的邻域使得 UJXSCF — YW )， 即由 
于 Z 是局部紧致 Haiisdorff 空间，可不妨设 S 是紧致的（命题 
2. 20中 （2)), 

规定 Y 的子集 V 

xb (^ w . 如果 /(： o = y ， 则 p ({ wxb ) = XB ， 从而 

{ t } xb ( zf -^ w ). 规定 ( vo ，则 [/=uex | u } x 

BC 1 F ~\ W )}. 

由于方紧致, F - VHO 是开集，根据第二章§ 3中 3. 5的引理， 
▽ 的邻域使得 U t XB(Z 

即 lh [ U - 这样! 7是开集 • 由于/是商映射， V 也是开 
集.于是(>，^)是 VX 方的内点，从而也是 W 的内点， | 

圮和 J 都是局部紧致的 Hausdorff 空间，以后我们常在 Z 二 


或 J 的情况下应用此定理. 
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习 


1. 设/ : X — Y 和 g i Z 都是连续映射，使得 g - /是商 

映射，证明#也是商映射. 

2. 设/ : 是商映射， i ? 是 Y 的开集（或闭集），4 = 

广 ] (5) ,则 A ^ B 也是商映射. 

3. 设 X 是 Hausdorff 空间，证明也是 Hausdorff 空间- 

4. 设4是 Hausdorff 空间 X 的紧致子集，证明足 M 也是 

Hausdorff 空间 * 

^ 规定/: (一1,2)^[0，1]为 

H — 1 < ：r < 0， 

f ( y > < JTf 0 < ：r < 1， 

证明 r 

( 1 ) / 是商映射； 

(2) / 不是开映射，也不屉闭映射 + 

6. 证明 

7. 证明 E 2 / D 2 ^ E \ 

8. 设,1是环面 7 T 2 上一经圆与』纬圆的并集*证明7’ 2 /43 

9. 设 M 足 Mobius 带，? 1 A / 是它的边界.证明 

10. 设义是£〃中的紧致子集,巧£“ 1 \£\证明 
1 L 记五 1 — £ V (「 Sl ] 是粘合映射. 

(1) 证明户既不是开映射，又不是闭映射+ 

(2) 记证明不是商映射. 

12. 设规定为 

f ( x , y , z ) ^ (? — y 2 . joy ^ z ^ yz ). 

证明 

13, 证明由 
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= (cos2^c ^ cos2^, sin2jv^ ^ sia2^TCOs^, sin2xxsin7r_y) 

规定的映射 /; / XJ 一 £ s 的像 / UX /) 兰 Klein 瓶. 

设 x ， y 是两个集合，记 x uy 为它们的无交并，即由 X 中元 
素和 y 中元素构成的新集合.注意：即便 x 与 y 是有公共点的，即 
有: rexjeY ， 使得工二 h 在 x [| y 中也要把 r 与 y 看作不同的 
元素.因此咋为 x uy 的子集， x 与 f 之交 xnr -0 - 

设 （兄， O 与 （ x 2 ， r £ ) 是两个拓扑空间，在尤 ilX 2 中规定拓 

扑『={[7匚 X , LI 尤 Itx 2 , r ) 为（义， 

与 az ， r 2 ) 的拓扑秕两个拓扑空间 X 与 Y 的拓扑和记作 X + 

y . 


说 x 与 y 是两个拓扑空间 mcx，/i / i — Y 连续，在 x+y 
中规定等价关系〜，使得等价类为下面 W 种 形式： 

C 1) XVI 中的单个点； 

( 2 ) {y}U/- 1 (y),Vy^Y. 

称商空间 （ x + y )/ 〜为映射/的貼空间，记作 FU / X - 

1 4 . 设沁 S ^ D Z 是包含映射，证明 D 2 U^ 2 =5 2 - 

15, 记珩={(1， 3 0€£ 2 |：^>0}，/|£ 1 —朽规定为 fU ) = 

(x，0) 证明： n UfE \^ E \ 

§3 拓扑流形与闭曲面 


3-1 流形 

* 

球面、环面以及我们熟悉的其他曲面从整体上看比平面复杂 


多了，但是在局部上，它们每一点的近旁都有一块区域同胚于平 
面-这种持性使得我们可以在局部的范围内应用分析学工具对它 


进行研究.粗略地讲，具有局部欧氏特性的拓扑空间称之为流形 + 
它是近代数学最重要的基础概念之一.它不仅在几何学科中占有 


重要地位，在分析学科和应用数学中也是重要研究对象.流形是比 
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较复杂的概念，在不同的研究领域还要求它带有各种特殊的结构. 
下面定义的拓扑流形是最一般的流形. 

，定义 3.3 —个 HausdoHf 空间 X 称为 n 维(拓扑）流形 ，如 

果 X 的任一点都有一个同胚于或巧的开邻域. 

这里扩是半个 n 维欧氏空间，规定为 

^ := Ua 而 ， •“ 6 P x n > 0}, 

按照这个定义, p 本身就是一个 tz 维流形， ■ s '/ r 和 p 等也 
都是《维流形.而二次锥面并不是流形，除非把锥顶去掉，因为锥 
顶的任 •邻 域不同胚于或仏(请读者 5 E 明). 

设 M 是《维流形.点 xeM 如果有同胚于 p 的开邻域，就称 
1是 M 的内点（注意此概念区别于第一章给出的子集内点的概 
念），沍则称为边界点.全体内点的集合称为 m 的内部，它是^的 
1汗集. 

要比以 L 概念明确，我们还必须承认一些事实，譬如时 
/ T 戈否则流形的维数就失上 ® 义了；还有,(否则就没 
有内点与边界点的 E 分了）.这些事实现在还不能证明，以后将用 
基本群或同调群 fiU 千以证明. 

. 从定义小难#出.流形满足 C . 公理 OJ 题1〉，它述是周部道 
路连迪和局郃紧致的(刁题 

妁果 h 维流形有边界点，则记3加是它的边界点的集斤.可以 
证明;) M 是 - 个没有边界点的 U — 1) 维流形+ 

3-2 闭曲面 


二维流形称 为曲面 .如£%义 ,7' 平环和 M6bii ^ 带都是曲 
面.前二个没有边界点. 


定义3, 4 


没有边界点的紧致连通曲面 称力闭曲面. 


S s 和 T 2 都是闭曲面.£ 2 不是闭曲面. D % 平环和 Mdbhis 带 
不是闭曲面，因为它们有边界点（下章证明，现在只能从直观上接 
受）. 
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射影平面产是闭曲面，它的紧致性与连通性明显.只须验证 
每- 点有开 邻域同胚于五^将它看作粘合义上对径点的商空 
间.记 a : 是粘合映射.如果点 在户 r 的原像是疔 

的一个内点: r， 则 />(&) 兰 i)tF， 是 y 的开邻域.如果是 
S 1 上一对对径点 x 与 / ， 取 U = B (jr U 1 e) ， £ < 1 ( 图 
3-16) ，则〆[/)兰£ 2 (读者自己证明），是 j 的开邻域. 



S 3-Ifi 图 3 17 


Klein 瓶也是闭曲面.如果把它看作矩形的商空间，可用与 
P 2 相同的办法证明它的每一点有开邻域同胚于£ 2 ,不过多了- ^ 
种 情况： A \： y ) 是矩形的四个顶点 A , x 4 ( 图 3 - 17 ) .令 

4 

t ； = u 別 A ， e )( e 足够 小）， 则 〆 就是 y 的开邻域，它同胚 

1 

于£夂 

一般地，假设 r 是一个偶数边的多边形，如果成对地粘接 r 
的边，那么所得的商空间.是闭 曲面. 

3.3 两类闭曲面 

球面是最简单的闭 曲面. 对球面施用手术，可得到许多新的闭 
曲面. 

1. 安环柄的球面 

环面上挖去一个开圆盘，就说是在环面上挖一个洞 ，把 所得空 
间祢 为环柄 （图 : MS ). 
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图 3-1 肩 

在球面上挖一涧，在洞口粘接上一个环柄(图 3-19). 把这样 



图 3-19 

的“手术"称为在球面上安一个环柄，不难看出，得到的闭曲面是 
T \ 如果在球面上安 w 个环柄，把得到的闭曲面记作称作亏 
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图 3 20 


格为《的可定向闭曲面 > 不难想象，安环柄时洞口的位置和大小 
(只要不相重叠)对所得 闭曲面 的拓扑类并不会影响，因此 - 表 
示一个拓扑等价类 . 的另一种常用的形式就是 〜环面 （不同 于 
n 维环面）.图 3-20 左边画的是一个三环面.它同胚 f 安三个环柄 
的球面. 

2. 安交叉帽的球面 

在球面上挖一洞，并在洞口粘接一条带，把这种手术 
称为在球面 h 安 交叉帽 .安了 m 个交叉帽的球面称为 亏格为 hi 的 

不可定向闭曲面 ，记作 mP \ 



Mobiui 



安交叉帽的一种等效手术是将球 


面上洞口的对径点粘合(图 3-21) .因此 



1尸 2 就是产 . 2户可看作两条 Mobius 

带沿边界粘接(图 3-22) .矩形的两对邻 
边“顺向”地粘接得到的就是 2 尸 2 ,如 
图 3-23 中所示，沿 r 将矩形分割为两个 
三角形，对它们分别粘接 u 边对和6边 
对 * 得到两个以 r 为边界的 Mdbiiis 带_ 

图 3-24 又表明，矩形的这神粘合的结 

果是瓶，因此2产是 Klein 瓶 + 
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h 

ffl 3-£4 


习 m 

L 证明流形满足 G 公理 + 

2. 证明紧致流形满足 Q 公理. 

3. 证明紧致流形是可度量化的. 

4. 在五 1 中规定等价关系〜，使得等价类为两种 情形： 

( 1 ) ix } [ — 1 ^ 1 ]； 

(2) {x j —x) L 

证明五 V 〜的每一点都有同胚于 fi 1 的开邻域，但它不是 Hau S - 

dorf f 空间. 

5. 证明流形满足7^公理- 

6. 证明流形局部道路连通和局部紧致 - 

7. 证明流形的内部是它的开子集- 

§4闭曲面分类定理 

空间的拓扑分类(按同胚关系分类）自然是拓扑学中的一个重 
要问题.但是拓扑空间如此多样，不能奢望对此问题有完全的解 
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答.即使是解决某些特定空间的分类问题的结果也是很少的■然 
而，闭曲面的拓扑分类问题却已得到完美的 解决. 闭曲面是流形屮 
最有用的部分，它的分类定理的重要意义就更加明显 r 

完成闭曲面分类定理的全部证明必须应用代数拓扑的结果. 
本章中我们用商空间方法给出它的部分证明，剩 k 部分放在下一 

章 完成， 

4.1 闭曲面分类定理的叙述 

上节我们已介绍了两大类闭曲面:可定向闭曲面恤为非 
负整数时力球面)和不可定向闭曲面 

定理 3. 4 ( 闭曲面分类定理） {/174 和 <衍尸 2 }不重复地列出 

r 闭曲面的所有拓扑类型. 

定理的结论有两 部分： 

(1) 任一闭曲面或属型（对某个非负整数，或属 m 尸 

型（对某个正整数讲乂 

(2) 尸当，时， nr 2 关 yt 3 ; 当济參成 , 时， 
mP 2 ^m f P\ 

(2) 的证明要用到基本群或同调群，现在不能进行.下面只对 
(1) 证明. 

4,2闭曲面分类定理结论 (1) 的证明 

■ 

L 阔曲釦的多边形表示 

§3中已说到，一个偶数边的多边形 r 如果把边成对的粘接， 
则得到的商空间.为闭曲面.记 p 是所说的粘合关系 • 如果 r 在 P 之 
下的商空间同胚于闭曲面 s， 就说 r 和？>一起构成 s 的一个多边 
形表示，记怍(户， p ). 粘合关系 p 可以按下面约定在 r 上表 出：要 
粘接的边对标以同一字母，并用箭头表示粘接方式•图 3-25 中列 
举了四边形上所有可能的粘合关系.其中 (a) 是环面的表示， （ C ) 是 
产， （b) 和 (d) 都是 Klein 瓶. （ e ) 和 (f) 请读者自己判断， 
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描述一个表示的另一方法是选定 r 的一个顶点和一个转向 
(逆时针或顺时针），然后依次写出标在各边 t 的字母，井在右上角 
加或不加一 1来表明其方向与转向相逆或一致.例如若取左下角顶 
点和逆时针方向，则图 3-25 中的 ( b )，（ C )，( e ) 分別写出为 


aba—'b ， abab ， aabb 一 1 . 

引理 1 任一闭曲面都有多边形表示. 

这个引理的断言将是我们的论证的出发点.引理的证明要用 
到 1925 年 T. Rado 的一个经典结果：闭曲面是可三角剖分的，涉 

及到本书第六章中的概念.证明本身是初等的，但比较冗长，这里 
略去了 - 

显然，有相同形式的多边形表示的闭曲面是相互同胚的.这给 
出 f 判定闭曲面同胚的一个途径.但是，每个闭曲面有许多不相同 
的多边形表示，这给上述判定方法的使用造成了困难.为此，我们 
提出“ 标准多边形表 示”这个概念，在这种表示巾.要求粘合法则有 
一定的规律.标准多边形表示有两类，它们用文字形式写出为 

a^b l aY ] b^ x a2b 2 a2 ] b2 K ' m a It b fl a~^b~ ] , 
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(I M ) 

我们下面将证明，除球面外，任一闭曲面都有标准表示；并说明 
有 a ) 这种表示 的是〃 T 2 型曲面，有 ( n m ) 这种表示的是 / nP 2 型 

曲面. 

2-多边形表示的标准化 

设 s 是一闭曲面，它有多边形表示 ( r ， P ). 我们要改造这个表 
示使之标准化.不妨设^不是球面、环面、射影平面和 Klein 瓶（已 
知道后三神闭曲面有标准表示），因此 r 的边数不会小于 6( 因为 
当边数为4时，只可能是上述几种曲面) - 

下面给出从 ( r , 的出发，构造 s 的标准表示的程序.每一步都 
是用§2中已经使用多次的“剪接”技术+ 

先约定几个术语. 

在 ( r , 的中， r 的在 P 下要粘接的边对称为同向对，如果两边 
标有相同的方向，否则称反向对+例如在 （ U ) 中，只出现反向对， 
(3 U 中只有同向对. 

r 的所有顶点在粘合关系 p 下分成若干等价类 f 称它们为顶 
点类.例如图 3. 25中的 U )、（ b ) 和 （ d ) 都只有一个顶 点类； （ c ) 和 
( e ) 有两个顶点类; ( f ) 有三个顶点类. 

将使用两类剪接手术： 

手术 A 粘接相邻反向对. 

例如对图 3-26 中的多边形 r 钻接反向对 〆 其他边对暂不粘 



U 3-26 
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接），得新多边形 r #导出 r 的粘合关系，.得到 s 的另一个表 
示 (rw) ，它的边数比 r 少2，顶点类个数减少 i ( r 的顶点 z 单 
独成一顶点类，在 r 中它成为内点）. 

手术》 选定 r L 一 个边对〜沿一条对角线 y 剪开 r 成两 
块，使得每一块都有一条心然后沿 a 将两块粘接得 r _ 

图 3-27 U ) 是沿一个反向对施用手术 B ,( b ) 是沿同向对作手 

术从 







( 0 ) 




( b ) 


图 3-27 

手术 B 不改变多边形的边数和顶点类数. 

以后将会看到，多边形表示有无同肉对是一个要紧的性质.显 
然手术4不改变此性质.手木也不改变这个性质.事实上，如对 
反向对施用手木 I 和 I 只须作平移即可粘接，因此原有边对不 
改变方向，而增加的：对是反 向的; 如果对同向对作手术 i ?， 则必 
须翻转 I 和 I 中的一块才能粘接，因此新增边对 V 是同向的. 

标准化的过程分为两个阶段. 
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(-> 减少多边形边数. 

因为减少边数和减少顶点类数同时发生，所以如果 （ r ， 的的 
顶点类只有一个 r ，边数就不能再减少. 

设(厂，矽的顶点类数大于 1. E 其中一类为 R 如果 P 中只有 
一 个顶点，则这顶点是一反向对的公共端点，对这反向对作手术 
/ I ，就可淸去/^类.如杲/ > 中含不只一个顶点，取其中一点，使得 
它的一个相邻顶点不属就像图 3-2 SOO 的上方的顶点，它和-- 



U) (h) 


图 3-28 

Q 类顶点相邻，从而与它连接的两边不粘接，如图 3-2 S 中所示方 
式,对边对 a 作 手术月 ，则/>类顶点减少一个 ( Q 类增加一个\重 
复上述做法，直到 P 类只含一个顶点，再用一次手术 A 使 P 类消 
去.同时边数减少 2. 

如果(厂，的有/条边个顶点类，则用上而的办法可得到一 
个新表示 ( r ， 〆 ）， 它只有一个顶点类，边数为/ 一 2 U -1), 

(二）改变粘合方式 ■ 

设(一）已完成，（广， 〆 ） 是所得改造了的表示.它只有一个顶 
点类，因此不再用手术 /I 了， 

引理 2 cr ，<) 中反向边对不相邻，且至少与另一边对相间 

排列（图 3-29( a ) 中的边对与6边对)* 

证明设 a 是它的一个反向对.如果它是相邻的，则它们的公 
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(l > 

图 r d -29 

共顶点不与其他顶点等价.顶点类数大 T 1，与假设矛盾.因此 a 
边对不相邻. 

设 r ' 中其余边构成折线段 k 与 i . 如 果尺中 边不和 i 中的 
边粘接，则^中顶点不与 l 中顶点等价，顶点类个数大于 L 因此 
有第二个结论. ■ 

下面就两种情况分别讨论 ：（ r ， W ) 没有同向对 〆 r ',，） 上 
至少有一同向对•前面已指出，这两种情况不会因施用手术/，月 
而互相转换. 

( i ) 没有同向对. 

取^是一反向对，取6是与^相间排列的反向对.则以适当方 
式(如图 3-29 所示)对 a 和6施用两次手术月，可使边对 a 和6消 
去，增加相间并连接排列的边对^和心 

多次施行这种做法，最后可得到 （ U 形式的表示 

a'b'dX%' … a n b n d 

遠里自然数 n 等于广的边数的四分之一， 

58 


Cii ) 有同向对， ' 

取^是一同向对，图 3-30 表示用一次手术月可消去边对〜 



图 3-30 


增加-个相邻同向对.重复这做法，使得不再有不相邻的同向对. 
如果此时没有反向对了，则得到 （ u 形式的表示，等于 r 的边 
数;如果有反向对，设&是一反向对 > 是与 a 相间排列的边对，因 
为6不是相邻边对，所以6是反向对.利用一个同向对^作数次手 
术仏可消去边对和^并增加三个相邻同向对(图 3-31), 这 



图 3-31 
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样，在有同向对的情形最后都可改造成 ( n m ) 形式的表示. 

至此标准化工作完成. 

3. ( U 和 （ flj 分别是 nT 2 和攸尸的表示 

先考虑 （ nj ■图 3-32(a) 是用 = 3 的情形 . r 的三条对角线将 r 
分割成四个三角形，其中 A ， A 和厶 分别粘合成 Mobius 带 2 粘 
成挖了三个洞的球面（图 3-32(b ))， 将三条 M6biii S 带分别粘接在 
三个洞口上得到孓因此5是安了三个交叉帽的球面，属于 3 产. 
一般地 0 U 是 mP ^ 的多边肜表示. 



图 3-32 

对 ( U 用类似方法论证，它是的多边形表示 • 要注意现在 
用对角线割下的是图 3-33( a ) 中的五边形，粘 接+和 6,，得到一个 
环柄，见图 313(b). 






(b) 
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图 


3-33 


至此我们已完成了闭曲面分类定理证明的 (1) 部分. 

一般来说，对一个任意给定的多边形表示进行标准化的工作 

量是很大的.但是，不需要完成整个过程就可决定最后得出的是什 

么样的标准化表示.决定结果的两个 因素： 

(0 有无同向对？在标准化的过程中，这性质一直不改变■因 

此，当原表示有同向对时，结果一定是 m 产型的，否则是型 
的. 

( it ) 标准化表示的边数.它可以从原表示的边数 z 和顶点类 
个数々求出： 

边数 - / - 2 A + 2. 

这样，从原表示可以直接知道曲面的类型- 

例如图 3-34 中的多边形表示边数为8,顶点类有2个，因此相 



应曲面的标准化表示的边数为6,原表示有同向对，因此曲面为 

3产型的 ■ 


习 强 

1,具有下列用文字形式写出的多边形表示的闭曲面是什么 
类型? 

(1) ahcda ~ l hc ~ l d \ (2) abacb ~^ dcd : 
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( 3 ) abcb~ l dc~ ] a~ l d~ 1 *, ⑷ abca ~ 1 cdeb~ l fedj\ 

2. 两个闭曲面各挖去一个圆盘的内部，然后把洞口对接，所 
得闭曲面称为原来两个闭曲面的连通和.如果原来闭曲面为#和 

则它们的连通和记作 MttN , 试 判别： 

(1) 若 M 为 wT 2 型， A / 为力:型,是什么型？ 

(2) 若 M 为衍 F 2 型 A 为型, Af#iV 是什么型？ 

(3) 若对为讯广型， AT 为 rtP 2 型是什么型？ 

3. 如果在环面上挖去一个圆盘的内部，然后把洞口的对径点 
粘合，所得曲面是什么类型的？ 



第四章同伦与基本群 


本章和以后各章所讲的都属于代数拓扑学的范畴.代数拓扑 
学的基本思想是对拓扑空间建立以代数概念(如群、交换群、环等） 
为形式的拓扑不变量，从而把代数方法引进拓扑学的研究中来.我 
们巳说过，要判定空间不同胚，需要用拓扑性质(不变量).第二章 
中，我们巳看到分离性、可数性、紧致性和连通性这些拓扑俾质在 
这方面的应用.然而用这些概念能解决的问题毕竟太少了，本书至 
此已积累了不少尚未解决的重要问题，如 £ n 与(当 以 m 时)是 
不是不 同胚？ 拉与於的不同胚问题, P 与 r 2 以及 P 与/) 2 等等 
不同胚的判定+在这许多问题上，代数拓扑学将表现出它的威力 ■ 

同％论和同调论是代数拓扑学的两大支柱.本 书中只能涉及 
到它们的一每初步知识.同伦是同伦论的最基础的概念之一;基本 
群是1维同伦群，它是代数拓扑学中最简单，用途最广的部分. 

闭曲面分类定理尚未完成的那一半证明涉及到判定两个空间 
不同胚的问题.例如怎么证明直观上看，: T 有洞，可以用 
线拴住，球面拴不住.但这里并不是指栓它们的线圈能否移走（在 
4维空间中，栓环面的线圈也能移走），正确的解释为 :球面 上弹性 
极好的闭合线圈可以在球面上滑缩为一点，而在环面上有些闭曲 
线(如经圆或纬圆)不能在环面上淆缩为一点.类似的差别也出现 
在平环与圆盘的比 较中+ 显然圆盘上的闭曲线可容易地在圆盘上 

收缩为 点 ，而平环 h 环绕着它的洞的闭曲线被洞阻挡而缩不成 
一点（图 4-1). 

基本群就是在闭曲线的可收缩性这种直观背景的基础上发展 
起来的一种结构.拓扑学中电道路概念替代 曲线. 道路本身是一种 
连续映射.为了理解道路的收缩和变形的意义，先一般地介绍连续 
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映射的变形，也就是同伦概念. 


§1映射的同伦 


同伦就是映射间的连续变形.设 X 和 Y 都是拓扑空间，记 
c ( x ， y ) 是 x 到 y 的所有连续映射的集合.设 /， secoc , y ) ,所 
谓/与同伦，就是指/可以“连续地 "变为 ^这意味着在每一时 

刻厂有一连续映射 ft , ec ( x , y ) ， h 产 f ， h ' =政，并且九对/有 

连续的依赖关系.确切的定义为 

定义 4.1 设 /# ec ( m . 如果有连续映射 : xxi — 

Y ,使得=/(文），则称 / 与茗同 

伦，记作，或简记为 fq ; 称 H 是连接/和 g 的一 
个同伦(或称伦移），记作 H : (或 / S g ) (图 4-2). 

对每个 t 同伦//决定 为:心 
于是得到单参数连续映射族 U 山 eu ,称心为 // 的卜 切片. 根据 
定义 K = f ^ h ^ g ®. 


①由决定了映射 a : 在 c ( no 上的一神特殊拓扑 (所 谓紧 

开拓扑 >下4是连续的^丁是^一个同伦决定了 令的一条道路 々过来 

书一条道路决定了一个同怆. 
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闬 4-2 

例 1 设规定 XX /—扩为 

= (1 - t)fU) + tg(x). 

容易验证 H 是/到 g 的同伦(习题 1)+/ J 的直观意义 为：当 t 从0 
变到1时，从 / U ) 到 〆 : r ) 作勻速直线运动.因此称这种同伦 


为直线同伦.直线同伦构作的基础是线段_此，把 
^换成 F 的凸子集，同样叮构造直 


线同伦. 

例 2 若/，& 6 C ( X ， y), 使得 
X ，/( 1 )#一〆 ：*：)，则可规定 f 
到 g 的同伦 H 为 

Hix t }_ (l-0/U)+^U) 

(图 4 - 3 ). w 有意义是因为原点 Oe 
/( r ) gr (; r )， Vj ： eX ， 从而对任何 K 

/, II (1—f)/U)+wOr) II 7^0. 



例 3 设 / 4 ec ( x ， s 1 )， 使得 Vrex ，/(： r ) 二一互 g ：〉， 则 

f 斗 连结 / 和 g 的一个同伦可构作如 K : 把义看作算平而上的 
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爭位圆周，其 h 点用单位复数 ， u e / f ) 表示，令 

H(>u) = e i?1T • 

直观 )1 看 ，心 U ) 是把 / U ) 绕原点转 / T ： 角. 

命题 4. 1同伦关系是 C ( X ， y ) 屮的一种等价关系- 
证明自反性设 /6 C ( X ，10 ，令 H ( x , t )= fU ) MAX ' 

则: f-L (这样的同伦称为常同伦 -) 

对称性设: /上互,规定 t ) KX , 

r 6/. 则77 : g-L (称7?为 H 的逆 ■) 

传递性设规定汉与 H 2 的乘积仏从： XX /— 
y 力（阁 4-4) 



罔 4-4 

当，二 ■时 ， 2 i ) = H \ ix ^ 1) = g (, x ) ~ ( j ，— 1) ，因此 

的定义合理.根据粘合引理，它是连续的，容易验证况// £ : 
f—k. | 

把 C ( X ， Y ) 在同伦关系下分成的等价类称为映 射类. 所有映 

射类的集合记作 [ X ， Y ]. 
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例 1 说明，当 y 是 E " 的凸集时， [ x ， y ] 中只有一个映射类. 

例4 设叉 是单点空间 Uh 则 c ( u )， y ) 与 y 之间有一个自 
然的——对应: /—/ Or ), v ^ ey . id /, 为像点是 y 的映射■则/>、 

到/_>的-个同伦就是 y 中从％到力的条道路.人二 
%和 > 在 y 的同 - 道路分支中.因此 「 u }， y ] 与 y 的道路分支的 

集合有一个 一一 对应关系.特别当 y 道路连通时， [ U }， y ] 只有一 

个映射类. 

命题 4. 2 ^r/o—/i = X^Y t ^)—^1 ; y— 则兒 。 ° /ft— 


° f \ = X — Z . 

证明 设 F t A 二 / M G : 心二 A . 规定连续映射 F : XXl ^ 

YXJ 为 


F{x,t) = (F(t^O 

(称为厂的柱化）.则 G 。 f :心。 / t 二幻。 /]. (请读者自己验 
证 -) I 

如果/同伦于一个常值映射，则称/是零伦的. 

例 S 设/是£^的凸集，则‘ ： X — X 枣伦(例 ]) .设 e 是 

X 到 X 的一个常值映射，则 i 心二^对任何拓扑空间 Y 和连续映 
射/ : X ^ YJ = f ^ idy^-f ^ K 用命题4-2) ? /^是常值映射, 
因此/是零伦的.特别对道路连通空间只有一个映射类 
(见本节习题 2) + 

1=[0，1]是凸集，因此拓扑空间 X 上每条道路（注意它是映 


射)都同论于点道路.道路连通空间的任何两条道路都同伦.这样， 


道路的一般同伦并不能反映出空间的很多信息.对道路，下面所用 
的是一种有附加要求的同伦. 


定义 I 2设 J , geC ( X , Y ). 如果#在/到及的同伦 
//，使得当 时 ，/ Ka ，/) = /( a ) =_ gr ( u )， VzG / •则称 / 和 g 相 

对于 A 同伦，记作/二 g reU ;称 f/ 是/到 g 的相对于 A 的同 


伦，记作 H : f-g re \ A ( Blf^g reU ), 
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例 6 设 y 是 f 的凸集，如果: r 使得 / u ) = 

片 ( I )，则/到 g 的直线同伦//满足 H { x ， f )= f 、 x ) = g { x ) ， V，G 

/. 记 /={1£ 别 /( 了） = 尽 00} ，则 //， fig relA 

下面是命题 4. 1和 4. 2的平行结果，证明从略. 

命题 4. 3 取定则 C ( X ， Y ) 中相对于4的同伦也是等 
价关系. 

命题4+4设兑二/】： X-Y : TT — Zrd 仏并旦 

/。(^1)[方，则足。。 e f \ relA 

定义 4* 3设是 X 上的两条道路，如果 at & re l {0，； O , 则 

称 a 与6定端同伦，记作 a ^- b . 

显然 a 芋 b 的一个必要条件是 a 与6有相同的起终点 . a 到 h 
的一个定端同伦是从矩形到 X 的一个连续映射.它把左右 
侧边分別映为 a (0) 点和 a ( l ) 点，在下底和上底上的限制分别是道 
路 a 和图 4-5), 




图 4-5 

X 的所有道路在7关系下分成的等价类称为 X 的道 路类. X 
的所有道路类的集合记作[ X ]. —条道路 a 所属的道路类记作 
< a > ，称 a 的起、终点为 < a > 的起、终点.起终点重合的道路类称为闭 
路类. 称起(终)点为它的基点. 


习 

L 验证直线同伦的连续性. 
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2. 设 haey ， 八是将 x 映为的常值映射.证明: 

与力在 y 的同一道路分支中. 

3. 证明： 如果连续映射 /:X—y 不满，则/零伦. 

4. 证明:连续映射 /:x—y 零伦可扩张到上. 

5. 设连续， X 中道路证明 

6-记户：/^5 ] 规定为户⑴= f , g ^ C ( S l ，X). 证明 

f v P ° >/ ^ ^ rel{l}, 

7. 设 X 是中的凸集，则 X t 有相同起、终点的两条道路 
必定端同伦- 

8. 证明： 如果连续映射/:义〜义与恒同映射不同伦，则/ 
有不动点* 


§2基本群的定义 

基本群是在道路及其运算(逆和乘积）的基础上建立的.但道 
路不能直接当作元素来建立群.有两个问题 ; 一是道路的乘法没有 
结合律；二是并非任何两条道路都可相乘,我们用道路类替代道 
路，解决了第一个问题;用取定基点的办法解决第二个问题. 

2.1 道路类的逆和乘积 

命 S 4,5 (1) 如果 a 芋仏则 

( 2 ) 如果芋 rf , 并且此 有意义，则 

ac — bd . 

■ 

证明⑴设: 怍; IXI — X 为 

H f is ,r) ™ //(I — s f t) f 

容易验证 * a ^ b . 

(2) 设 : a 今 b ， H 2 ' ■作 // : JX X 为（图 4 6) 

rr ㈣ ⑵，/)， 0^ 5 ^ 1/2, 

H ft ) = -\ 

1^(2^ - 1,0, 1/ZKs^h 
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由于 a(l) = c(0') J s = 七时 H 1 (l,t)=a(l)-c(0)-// 2 (0,r),// 





图 4-6 

( or 1 )— 1 = q 

I 

2.2 道路类运算的性质 


的定义 合理. 根据粘接引理， H 连 
续.容易验证 H : ac ^ hd . | 

定义 4. 4 (1) 规定道路类 

a 的逆 《 i = ，其中 aea ; 

(2) 若道路类 a 的终点与 

的起点重合，规定 a 与/3的乘积 

{ ah ) ，其中 a & a，bt 發. 

命题 4. 5说明定义是合理的 
(与 a ，6 的选 择无笑 :). 

a _1 的起点和终点分别是 a 
的终点和起点的起点和终点 
分别是 a 的起点和沒的终点. 

_道路逆和乘积的性质^ 
= ，马上得到 

(― ) 一 1 = 


命题 4. 6 设 / : X-r 是连续映射 ， a ， A 是 X t 两条道路. 

(1) 如果 则 / s a +/ 。6; 

(2) 如果 a 与6可乘，则与/ & &也可乘，并且 

(/ ° a){ f ^ 6 ) = / 。 (ab) ; 

(3) / * £2 =/ a . 

证明 （1) 见上节习题5,请读者自己验证 (2) 与(3) + | 

根据(1)，/ 导出 一个对应八；[幻一 [ y ] 为 
(2) 和 (3) 分别说明 A 保持乘积运算和逆 运算： 

/.(^/ 3 ) - /.W/A/3), (/,(“））_】= f^- 1 ). 

道路乘法没有结合律，即一般来说 U & k 在 I 
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的第一个四分之一段按 a 走，第二个四分之 * 是6,剩下二分之一 
足 G 但是〆 &■) 中 a 占了前二分之一，6和 C 各占后面的两个四分 
之一 * 

命题4+7 道路类乘法有结合律. 

证明就是要证明当</(1) =6(0) ,6(1) =c(0) 时， ( ab)c ^ 

a(J)c ) • 


规定 /: [0,3 ]—叉为 

， 0 ^ ^ 1, 

f (0 = ^ hit — 1)，1 ^ ^ 2, 

<c(t — 2 ) ， 2 ^ ^ ^ 3. 

记 L ?是 [0, 3] 上的道路 
(图 4-7) ： 5 (/ ) = t ，石 （ t ) = / + 1， 

如=;+2 .则 




6, 



13 C 


C * 



(2 g V和 S(k) 是凸集[0, 3] 上从0到3的两条道路，因此 (2 

^ a ( bc ). 再用命题 4. 6的 （1) 和 (2) ，得到 


{ab)c = / ^ { (2 S)?) ^ f ^ ( a(hc)) = a(bc\ | 

命通 4 . 8设道路类 a 的起终点分 别是〜 和:^.记、，^分 
别是 x。，％ 处的点道路.则 


(1) 加 ! ― 1 = (e 、） ， a~ : a= ) ； 

(.2) (, e ^) a = a = a { e Xi ). 

证明记 i 山是/的恒同映射 ，f。 ^€\ 分别是/上在0,1处的点 
道路.取•则'%“_ = 0，1■利用/的凸性，有 

id f idj , id/id ； ^ e ,, 


/ 




id 


id/q 


用 a 分別与上述各式的两边复合，得到 



aa 




e ^ a 
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因此 aa ~^ = <^ o ) = , ( ej u ) a=a = a (、）. 

命题 4. 8 说明点道路所在道路类有单位性. 


2.3 空间的基本群和连续映射诱导的基本群的同态 


设 x 是一个拓扑空间，取定^ e X . 把 X 的以心 为基点的所 
有闭路类的集合记作于是; rJX ，^ 中任何两个元素都 
是可乘的，乘积仍在中. 

定义 4. S 称在道路类乘法运算下构成的群为 X 
的以 A 为基 点的基本群. 

命题 4. 7保证了乘法有结合律，命题4, S 说明是单位元， 
«的逆就是^、 

例 设 X 是 F * 的凸集,是任一点.因为^处的任意两 
条闭路都定端同伦，所以 A ( X ， x 。) 只有一个元素，它是平凡群. 

设/: x — y 是连续映射，我们已建立保持乘法运算的对应 
A ! 如果 JoGX ， 记 ： Vo = /( T 。） ，则当 a ^ rr ^ x ，: r 。） 时， 

因此人在上的限制/,: 

是一个同态， 

定义 4. 6如果/: X — r 连续， X fl ex ，> = /( A )， 称同态 
f ,' aO 7 ，） 为/ 诱导出的碁本群同态. 

注意这里基点 A 是可以任意取的.因此/诱导出许多基本群 
同态(对每个点 X & X 有一个同态），它们都记作人. 

命题 4. 9 设尸 • X — Y，g : 都是连续映射，〜 ex ，> 

=/( 工 0) 

ig 。 f \ = g〆 J\ 1 兀 1(X ，心） — 7T (Z t z 0 ). 

证明设■取则 

(g ° /) 〆 《) = (g ^ f ^ a ) = / ^ a }) = g K ^ / r ( a ). | 

显然•若 id : X — r 是恒同映射，则 

id ， ： ^(X^) n^X^x^) 

是恒同自同构，即 id , r ( af ) = ff , V^&?ri ( X ，： r c .). 
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定理 4.1 若 y 是同胚映射， 工0 G X，: Vo = / ( A ) ，则 
./V :〜（义…)—是同构* 

证明设发是/的逆映射， g 导出同态 

兀 i ( X ，而) * 由命题 4. 9. 

g^t a A = ( 足。 = itL : 7Tj (X.Xf,) -► t, (X f ^) 

是恒同同构，同理 f r a g^ i A ( y ，： y。)—A ( y ，： y 。) 也是恒同同构 . 闲 
此人与 A 是一互逆的同构 .I 

定理说明基本群是拓扑不变量， 

2.4 基本群与基点的关系 

基本群是由空间和基点共同决定的.那么同一空间在不同基 
点处的 ft 本群有什么关系？下面回答这个 N 题. 

先设〜 与 工1 是在 X 的同 

一道路分支中的两点.设 W 是从 
1。到 x : 的一个道路类. 

是，由 Ws ( a ) 规定了对 

应叫 * A (X iX , X ! ) 

(图 4-8)- 

定理 4.2 若0是从^到^的道路类，则 

(1) 如果 W 是从 A 到^的道路类，则 

(CWftO# = o4 。; JT/X，：^) 一 7Tj (X.JTj )； 

(2) co # i a (X，而) -^(X，:*:]) 是同构 - 

证明 （ i ) 假设 《 en ( x ， A )， 

(^(oco r ) u (c) = (ctK^ ) _ J aowt/ = a/ _1 (oT 1 ⑽ Oo / 

= o / # p 

(1) 得到证明. 

(2) 任取〜卢 e 々 OC , 而），则 
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wt ； (of)w^ (/S) — €t)~ 1 a<o<o~ ] 13a) 

= a )— a/ico (用命题 4. 8) 

= 如甘 0/3). 

因此叫是同态. 

根据（1 )，⑻ 1 。 W = ( ⑽ ) u 二 〈、〉 a 显然是恒同同构；同理 
⑴甘。 一 1 也是恒同同构.因此 W 是同构 ，〜 1 是它的逆. ■ 

从定义容易看出，当 wem ( x ，〜）， 叫是〜 （ x ， 心）上的一个 
内自同构. 

至此，我们已证明，当^与^属干 x 的同 - 道路分支时， 

山并且从 I 。 到〜 的每个道路类都决定从 
MXc 。) 到 Adq ) 的一个同构.一般地这个同构与道路类的选 
择有关. 

如果 X 是道路连通的，则它的基本群的同构型与基点的选择 
无关.这个同构型就叫作 X 的基本群，记作 ^( X ). 

定义 4. 7道路连通并有平凡基本群的拓扑空间称为单连通 

空间. 

例如以及欧氏空间的任何凸集都是单连通的. 

命题 4. 10设4是 X 的一个道路分支，〜€4，纟：是 

包含映射 . 则 

■ 

L : ^( A ^ o ) n } (X T ^ ft ) 

是同构. 

证明设 a 是 X 上在 A 处的闭路是道路连通的，并且 
包含因此九这样 a 也可看作 .4 中的道路，由此得出& 
是满的. 

如果在 X 中， a 吾\ . 则 H 的像也是包含 A 的道路连通子 
集，从而在』中.这说明在4中也有 a 由此得到匕是单 

的 -I 

设在 X 的不同的道路分支中 k 记 A , 是包含1的道路 
分支，命题说明 = 一 般来说 w ( A ) 与 
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是没有什么联系的.因此当^0^1不在同一道路分支中时， 
( X ， A ) 与 kCXa ) 没有关系. 

习 题 

]. 设 X 是平凡拓扑空间.证 1明对任何心）是平 
凡群. 

2. 设 X 是离散拓扑空间， a 6兄证明 t s ( X ，&) 是平凡群. 

3- 设 A 是 ( R ， r 2 )( 见第二章§ 6) 的一点，证明 dr £ ) 在心的 
基本群是平凡群. 

4- 设 / : X-Y 连续 ， a GX ，： y , = /U ) ,!、0,1.记 w 是从心 

到: n 的道路类.证明下面的同态图表可 交换： 

- - _ jr ]( y ，^ o ) 

： 

I 

:叫 C/n^), 

」、/，_ J 、 

疔 ■ (X ^ ■ - - — _ (Y 、yi) 

5. 设4是 X 的收缩核，… X 是包含映射 ， r 4是 

收缩映射.证明 VAe / w : : noc ,%) 是单同态,〜： 
JTj (儿 1。)是满同态. 

6. 设 X 单连通，是 X 中有相同起、终点的道路，证明 

h . 

7. 设叫- 叫是 办到 A 的两个道路类.证明 w ^ : 

% ( X , ^ 0 ) ⑽ / -t 在 a ( X ， a ) 的中心即 

㈣ _l 与任一 ( X ， jt 。) 都可交换:⑽/ l a^aoxJ '), 

8- 证明若在叉的同一道路分支中，则从&到^的任 
-道路类决定相同的同构 A ( X ，^) 是交换群. 

9. 试直接构造从到的定端同伦 ■ 
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§3 义 的基本群 


基本群的定义不是构造性的，不能用来汁算基本群.丰实上也 
不存在对任何空间都有效的一 般卟算 方法.因此基本群的计算就 
成为我们所面临的问题.许多有效的方法都是利用基本群的性质 
以及•些技巧，把所作计算转化为求较简单空间的基本群.当然. 
这些较简单空间的基本詳必 須会算+本节 所讲的 V 的基本群就经 
常作为求其他空间基本群的基础. 


31 S 1 的基本群 

S 1 的基本群可以作为下章中的复叠空间理论的一个应用而 
得到.它在基本群的计算和应用中的地位是非常重要的，因此我们 
还是要先介绍一个比较初等的计算方法. 

把义看作复平面上的单位圆 || HI =1} ■.取 
les 1 作 基点. 

m 

设 a 是基点为 h 的闭路，当 r 从0变到1时^(/)从&出发在 
5 1 上运动，并回到就像一个赛跑运动员从跑道上的〃点出发， 
最后跑回起点.首先，我们将规定 a 的“圈数” 概念； 然后再 说明圈 
数就是判別闭路定端同伦的数量标志，由此得出的结 
构- 

规定连续映射户： E 、 S l 为 p (0 - ，它在计算中起了关 

键性作用.户在局部上是同胚 的：记 乂 =( w + r ) ，则/> | j , : J t ^ s l 


是嵌入映射.记 A 


P 




5 L \{e 


1加 


，户 t 是同胚映射.并且 


C 1 

H 


I 



p l (S^\{e 


i2itf 







(图 4-9) 



设； f 是一个拓扑空间，/ 


■ 





连续.又到 P 的连续映射/ : X — P 如 


果满足户 


a 


/=/，即左面的映射图表可 
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p 


e 




如果 / 不满，山 ee 使得户 ( m =/( a )， 则存 



f + n U 丨十打二 1 


交换，则称/是/的一个提升 

引理1 

在/的提升 7 S 使得 

/(^；1> = 

证明由于/不满， 
可取 z = e ^ e /( X ) .则 

/( X )匚■由于 
户 存在 x 

整数 n ， 使得 q 6 
(图 4-10 X 规定 




1 + ?1 


e 


P 





这里〗 + : J ,+^ E l 是包含映射，于是 


图 4-10 


P 


D 



P 


Q 


龙 J+M 



Pl+ n C P^n □ / = /， 


并且不难看出 7(4)= 尔 ) 

弓 I 理 2 设 a 是 S 1 上的道路山 ee 1 使得户(6)=奴0),则存 

在 a 的唯一提升 3 t 使得 2(0) = f o ， 
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证明存在性取自然数将/等分成 w 个小 K 间: 

…， /„ | A 二 - ? 使得 a | /,(』 = 1，2 ，… 不满.利用引 

I L ^ 爪 」 j 

理1，顺次规定 a |/ T 的提升 A ， 使得 ■… 丨士) = 5,(士 | , 

V r _ = 1,2,…，/«」 1. 根据粘接引理，由各个3:并合成的映射2 : 
i — e ' 是连续的，它是 a 的提升，并且 acohs/ohk 

唯一性设都是 a 的提 JM 乍/=2'—2 : 

p (/ U ))= p ( a f it ) — aitY ) — pi ^ ⑴） / 户 (3(/)) = aG )/ dO ) = 1 ， 因 

此 / ⑴是整数.但 / 是连续的 J 连通，因此它 定是常 值函数.如 
果 f (0)=2(0)，则/(0) = 0,从而 /⑴ = 0， WC 7, 即 S f (0-50) 

二 0， W 6 人下是2'=3, | 

在唯一性部分的证明中我们巳说明，同一道路 a 的两个提升 
& 与 Y 相差 一 个常数，因此2、1)一 i ( l )— Y (0)— 2(0)，或 SWl ) 
— Y (0)= a ( l )—2(0), 即 2(1) 3(0) 是与提升3的选择无关，完 

全由 u 决定的常数. 如果^ 适基点为 A 的闭路，就％这个常数为“ 
的圈数，记作 9 (0)，即 

0⑷ —2(1) - 5(0), 

1 

这里 S 是^的任-提升是整数（因为 2(0) 和2(〗）都是整 
数) ■ 

引理3 Ha , A 是 S 1 上基点为^的两条闭路，使得 V / C 7, 

a ( l)-A M /) ，则 q ( a ) = q ( f ?). 

证明取 u 和^的棍升5和使得3(0)=以0) = 0.规定/= 
J _则/是/上的连续函数，/(0)二 0. 如果乒 ？ (《，不妨设 
q («)>( 〆 /，），则 /(])=? u )— 9 ao 是自然数，从而有 （ e /, 使得 

fit ) =舍，即 S ⑴= 5( r ) + I . 于是“⑴ = e _) = — = 

— b ( t 、 ， 与条件矛盾 .I 

引理4设是^上基点为〜的闭路，则 

< ^> a — h , 

■ 
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证明 设 H u 今汉 记心是 H 的卜切片， V 斤八由 

于//是一致连续的，存在 3>o t 使得 | fi — <<?时， we/，'w 

7 ^ —ft, (.0* 由引理 ijq(h t )^q(hs ), 7:是 g (〜）不依赖 J 1 1'qia) — 

i 】 d 

gCA 0 ) =q(Ai) = q(6). 

■ 作 3 J 是 的提升，使得 5(0)^6(0) = 0. 则 a(l) 

= q ( a )= q ( h )^ ba ). 因此 S ，6是五 1 上有相同起终点的道路，从 

而 a—b^a = p ^ a^p ^ h—h* | 

定理 4. 3 ^iC^ 1 ，z t .) 是自由循环群. 

证明 设此? T_<S ] A) ， 规定？ (a) 得到映射 

q s (S 1 ，之 o)—Z, 

设 <a> ，/ 3= (6〉. 作 的提升2和使得 S(l) = 6(0) ，则 

2 占是 W 的提升.它的起、终点为苡 0) 和 g(l)， 于是 

9 (咕)= Ul ) - 2(0) 

=?(1) S(0) + 3(1) 2(0) 

- g(a) + g(b) - ? (a) + g(y?). 

这说明？保持运算，是同态.引理4说明 9 是单同态. 

记 : I -^ S ] 为 a 0 (Z) = ，显然《(叫）=1 ，g(<a。 > ) = 1-对 

任何正整数〜9((〜)〃）=«， 9 (<心>")=—«，因此9又是满同态，从 
而是同构. 于是， A ( S l ，〜) 是由 <如>生成的自由循环群. ■ 

3. 2 11^2时， S _ 单连通 

义(《>2)是道路连通的，下面证明^ (夕）平凡. 

命睡 4. 11 设足， 兄都是 X的开集，其中足是单连通的， 
并且 kha 非空，道路连通-则有夂：％(足_) 
— tt 〆/,%) 是满同态，这里。足是包含映射， "ex』. 

证明只须证明 叉上以心为基 点的任一闭路 a 定端同伦于 
义上的闭路.记 

记 U ^ a - iX .) 八 =1，2.贝 lj {t/，CM 是 J 的开覆盖.记茂是它 


119 





的 Lebesgue 数*取止整 

数 ，等分 I 为 m 

小段.则每个小段包含 
在!7,或 CA 巾.如果分 

割点不在 K 门 f / 2 中，则 
它所在 G 必定包含与它 
连接的那两个小段.把 
送样的分割点去掉，得 
到/的一个新的分割，它 
的每个分割点都在 cn 


lh 中，每个小区间都包含仵 R 或 K 中. 

设 = (，一 K 2, …是所有不在 G 中的 K 间.于是就 


有 am Ka ( t f ), 作匕：人一 X 。，使得 


h(t:} a it , ) ^ h ( L/) — a ( t /) , 由于 X_, 单连通，有 H 7 i ^ I / ? 2 

■ 

bM { U : 丨 （S 2 习题 6)( 图 4- ll )_ 作道路 6 : /—X 为 


\hiit) * f 6 /, ， 

bit )=- 

\ u ( t )， 其他； 

It ： II ■ IXI—X 为 


H (t 7 s)= 


I II,U ， 

a { t )^ 


广 G 人， 

其他. 


则 b ⑴ [ X'，H ' a ^ b . I 

推论若 X 是它的两个单连通开集不，；^的并集，并巨1 
门 A 非空，道路连通，则 X 也单连通. 

证明 因为； ^ ， X 2 单连通，所以它们都道路连通.又因为它 
们相交非空，所以它们的并集 X 也道路连逋. 

根据命题 4* 11， Va 6 X 〗门叉2，『1(叉，1。） = 1+ 〆 ?^〔 X ! ， x 。）） 是 

平凡群 .I 

当时，取 y h 两点记则 
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x f = 

得出 


F - i 是单连通的，兰 F — MO ) 是道路连 通的+ 用 推沦， 


5-是单连通的+ 


3 , 3 T 1 的基本群 

我们先证明关于乘积空间基本群的一个定理，用 

它求出7' 3 的基本群. 

定理 14 设 

sr】 （X X F ，（工。 ，3^ o > ) 兰 ^{( XjXq ') X ^\( Y ，_ Vo ) . 

(右边记号 “ X ” 表示群的直积 .） 

证明规定沪： 

<P<r) - ((^),(7).0,).(7)>, v 7 e ^i(x x 

K 中乂和 > 分别是 xxy 到 x 和 f 的投射显然是同态. 

P 是满同态 \ fa ^-{ a ) e 7 T (又，心），0=(6〉£兀 1 (1^> ) )，作又 

X y 中的闭路 C 为 do 二 U ( t )，6( r )). 则(乂) = 。 C 、= 

■ 

( a ) — a , 同样地 (』■，) 〆 <<:>) — <6) — ^3. 于是 < fi ( c )) — 

p 是单同态设 p(/)^l ,cG /* 于是乂 c^e^jy D (: 子 \ .记 
H ，■ j ， r^^G = ; v - 0 •规 定尸 ： 以 I 一 XXY 为 Fisa )=- 

容易验证为 (〜，％) 处的点道路）， 

间此 /= (t'> — 1 . I 

应用此定理到 T 2 上，得到々（了 2 )兰 ZXZ . 

_^_ 

对任何正整数《，有 act ) 兰 zx ■“ xz = z \ 

推论 T 2 荖 SK 

证明基本群是拓扑不变量，而 A ( T ^ k , ( S 2 ) ， 因此 T 2 ^ 

s \ I 

习 趣 

L 设映射 /: V — 规定为 = 试描述同态 A : 

JTi (S l , 1 )—TT 丄 (5 L T — 1 )* 
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2 . 设 / : -规定为 /(>) =/. n ^： Z - 试描述 同态人 s 

⑽ i,l (5Sl). 

3. 设 /，客： <义，1)— ( y ，) 都连续 ，且人 =☆ : ^(5 M )— 


7 T ] ( Y ，: y 0 ) t 证明 f ~ g rell . 



图 4-12 


4. 设 X 由两个相切的圆 

周构成（图4-12)，切点记作 

A . y 是一拓扑空间.连续映射 
/，g : X — Y 满足 / Cxo ) - 

二: y 。 ■证明如果 L = g ， 
A (X ， : T[j ) ) t 则 ^/ — 

g relx 0 . 


5. 证明平环的基本群是自由循环群.由此说明平环与 Z 〕 2 不 
同胚. 

6 . 举例说明，命题4,11中 in a 道路连通的条件不可缺 

少， 

7-证明若 圮，! 7 是 x 的邻域，则 C / Md 不单 连通. 


§4基本群的同伦不变性 


本节穿插着讲两方面的内容:拓扑空间的同伦等价和基本群 
的同伦不变性.前者介绍拓扑空间集合中的一种新的等价关系，并 
讨论各种常用情况，它们都是代数拓扑学的重要的基本 概念; 后者 
包括同伦的映射导出的基本群同态间的关系以及基本群的伦型不 
变性，它们在基本群的计算和应用中起了十分重要的作用. 

4.1 同伦的映射导出的基本群同态间的关系 

设/二貧: x — y ， 于是/可以逐渐地变为那么基本群同态 
A 也应该“逐渐地”变为也就是说/； 与& 应该有着密切的联 

系.下面来探讨这种联系. 
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取定 6 X* tE yo = JU，yi 二 g(A). - 1 般來说 yz 尹 y ;， 因此 

八和仏 是从 以又心) 分别到不间群 a (T，) 和％0%力） 的两个 
同恣.设 H : /二。由功(/)=//0^)，47，规定了7中从 > 到 
y 】 的道路仿，称为 // 在工。处的踪 + 记 ^=( 加〉，由定埋 4. 2 知，有 

R ! Ki ( Y , y c > )^^ l ( Y , y - l '), 

定理 4.5 。人 ： '(x^Vwcy.A )， 即图表 



可交换. 

iiE 明 V <«) 6 ^1 ( Xd 。） ，要验证 g^{(a>) (/„(<«))) , sp 

oj{g a a) = (f 0 a){^f^u){g ° a}^(f 0 a)zv. 

规定尺： / XJ 一 y 为 = (图 4-13) .记 〜』]， 

G 和 r 是 / X J 上的道路，规定为 AGO = G， z)，g U) = (/，/) “二 
0 ， 1. 于是〆 a c ^ Wfi ^ OA^F ° h 0 = f a ayF ° fh=g 。 a ， 在凸集 I 

x / h ， 道路 弓 ha 有相同的起、终点，从而此式两 

边都与尸复合，得到 汉 < g 。 “）芊 （/ 。 《) 仿 .I 



xyi 


If 


4-13 
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定理 4. 5 说明.当 / tg 时 ，人与 ☆相差一个同构.因此它:门 
会具有许多共同的性质.例如当其中一个是单同态(或满同态，或 
同构）时，另一个也是.如果/岑沦，则 A 是平凡同态. 

4.2 拓扑空间的同伦等价 

定义 4. 8设 X 与 y 为两个拓扑空间.如果存在连续映射 
f ' x — y 和 g : x ， 使得 

g ^ f - id x ^ X ^ X , 

y ^- id y ： y - y , 

则说 x 与 y 是同伦等价的 （或有 相同的伦型） ，记作称/ 

和 g 为闫 伦等价(映射) .称 g 是/的一个 间伦逆 ，反之/也是公 

的同伦逆. - 

不难验证(验证过程略），同伦等价是拓扑空间集合中的等价 

关系+ 并且，每个同胚映射/: x — y 都是同伦等价，因此 

二 [但 x ~ y 推不出也就是同伦等价是比同胚更 

广泛的等价关系.每个同伦等价类都由若干个同胚等价类所构成. 

同胚映射的逆是唯一的，而同伦等价(映射）的同伦逆却不是 

唯一的，它们构成一个映射类(本节习题 3). 

例 1 E X ^E\ 

记 r : E 2 ^ E ^ 力厂 u ， y)=h i •• E '— E z 为 Kx ) = ( x ,0)， 则 
r ° i = id fi ' : E 1 £ ] s ? c r ~ id E ^ i E 2 ^ E 2 ，规定 H : E 2 Xl ^ E z 

为 ， 则 // 是 。 r 到 idy 的一个同檢* 

显然 P 笋庐 ，因为 f 去掉一点就不连通, £ 2 则不然. 

例2 对任何拓扑空间 

记 X 是投射， XX /为心 G ) = U ，0)， 贝!! 
j ”、- j ~ idjf X / . 〈请自己构造同 ffe -) 

因为平环是 TXh 所以它与义同沦等价. 

命题 4. 12若/ * x - y 是同沦等价％ ex ，力； fix ,), 则 

f\r = 7 Ti ( X ， JC 。)— Jf 2 ( y ，>)是同构 ■ 
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1 


证明设 X 是/ 

的一个同伦逆 .g ( W ) 

= n (图 4-14), 1^1 >； 
g 。= id_v ，所以 

g^r ^ <g ° f )^ 1 

JTj ( X ， ； ) 一 ^ 7Ti (X ， 

^ ) 与 id〜(X ，■: ^ o) 

— 相差 1 

个同构（定理 4, 5)， 

而 i 七是恒同同构， 因此仏 □尺是同构.从而 

l(Y，：y 。） 是单同态，& : 10^。)4〜(又，4)是满同态.再利用 

/ ^ - id y ，用同样方法推出 A ( y ，： y fi )— 是单同态. 
于是& 是同构，从而八 ： A ( X ^ jd })^ 7 r l ( Y ， y & ) 也是 同构+ I 

作为直接的推论，有 



定理 4. 6若 Xiy ， 且它们道路连通，则 ^(^)^(7). 
利用这定理，可把计算一个空间的基本群问题转化为求伦型 

Z , 


相同而比较简单的空间的基本群.例如从平环二义和 

得到平环的基本群也是自由循环群. 

根据这个定理，基本群还可用来判定空间不同伦 等价. 例如平 

环与不同伦等价 ，因 为平环的基本群是自由循环群，而^ a /) 
平 凡 ;： r ，因为 a cr 2 ) 兰 z x z ^ jt , (5 s ). 


4.3 形变收缩核 


许多常见的空间同伦等价的例子直接或间接地和形变收缩核 
概念有关. 

•定义 4. 9设4是 X的子空间，…是包含映射.如果 
存在收缩映射 r * (即 r ^ i = id A • A A ) t 使得 i ^ r ^ 

iA x ^ X^X ，就称 4 是 X 的一个形变收绽核. 

显然, r 与/ 是一对互为同伦逆的同伦等价.因此 4 二 X , 
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设 H 是 从叱到/。广 的 1 个同伦，则 

//(』，0)=7， V ^ ^ X y (1 ) 

m 义， 1) e a , \f 工 & x ， ⑵ 

H(a*l) = a y 儿 （:0 

定义 4 9a 设 d 是 X 的子空间，连续映射 f / ; ； fx /— X 如 
果满足 上述三 个条件（1)，（2)，（3)，就称 f / 是 X 到 d 的一个形变 

收缩. 

于是 t 光4是 X 的形变收缩核时，就存在从 X 到 d 的形变收 
缩.反之，当 W 是从欠到4的形变收缩时，可规定收缩映射 r : X 
— 使得。 r ( i )= WU ， l )， 则 W ： id x - ^ r ，从而 A 是 X 的 

形变收缩核.因此，形变收缩核与形变收缩只是同一件事的两种不 
同定义方式，它们分別从空间和映射这两个不同角度作描述， 

例 3 把乘积空间 XX 了的子 集兄 = 称为它的 r 切 

片.则每个^切片都是 XXI 的形容收缩核. 

取定则到 X 。的一个形变收缩可规定为 

Hix’S't、 = (x, (1 — t)s + /5 0 )- 

例 4 ^ 是^\{0 }的形变收缩核 + 形变收缩 H 可规定为 

只 (jc jt) = (1 ™ i)ji r -\- t — —~ir^ 

^ II 

相应的收缩映射是由 r ( x ) = j ~ j 所规定的映射(图 4-15), 

如果 XC £ n ， d 是 X 的子集，且有收缩映射 r : X — A ， 使得 
G ^ yCX ， VieX ， 则^ r 与 id y 间可建立直线同伦，因而 Z 是 X 

的形变收缩核.持别地，当； f 是凸集时，它的每个收缩核都是形变 
收缩核. 

例 5 iTX {0} UY - ] X / 是 / TX / 的形变收缩核（图 4-16). 

若 ZTX / 看作的子集 

7 f 

D 1 乂 I = { (:^ ，…， ） 

则它是一个凸集.为了说明结论只须作一个收缩映射.以点 
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图 4-15 a 4-16 

f (0,… ，0.2) 为中心作中心投射 r ， 将 /TXJ f ： 各点映射到 
{0} U 5 n U 上（即 Vie / TXArU ) 是连结 P 与: T 的直 线与口 1 
X {0 y I \ S n - ] Xl 的交点），则 r 是收缩 映射- 



闬 4-17 

例6图 4-17 中的三个图形 ( a )，( fc ) 和 （ c ) 互相同伦等价，因 

为它们都是挖去了两点的平面的形变收缩核.图^18是£ 2 \{0” 
(9 2 }到图 4-17( a ) 图形的一个收缩映射 r 的图示（两个圆内的点分 

别用从圆心作的中心投射映到圆周上，左（右）侧部分映到 A 
(心），两圆的 h (下)方部分作垂直向 F ( 匕)投影) . 

0 2 因此图 4-17 中 （ a ) 图形是 £ a \{0, ， a} 

I 

的形变收缩核 - 

图 4-17 中 ( a )，（ b )，（ C ) 这三个图形互相不同胚，并且，任何一 

个不能嵌人到另一个图形中，因此它们之间没有形变收缩核现象. 

X 到4的一个形变收缩 H 如果保持4中的点不动，即形变 
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图 4 IS 


收缩定义中的条件 (3) 改成 

H ( a , t ) = a , A f t € I ， (3’） 

则称 H 是一个强形变收缩，称4是 X 的强形变收缩梭.这时有 
H . id x - i^r reM ，于是，强形变收缩就是保持形变收缩核中的 

每一点不动的形变收缩- 

上面几个例子中出现的都是强形变收缩(梭) . 下面例中的形 
变收缩核不是强形变收缩核. 

例 7 设; f 是的箆形子集(见第二章§5例 3)，4 CZX 是 y 
轴(图 4-19). 规定 X 到 A 的形变收缩 H 为 

(j ，(1 — SOy) t 0 ^ r ^ , 

H(Xx ， y 、， t) = < ((2 — SO^ t 0) » ^ f ^ ^ + 

(0，（3 f — 2 bO ， 

因此 A 是又的形变收缩核.但是不存在 X 到^的强形变收缩(请 

读者自己证明）， ^ 

下面我们给出构造一个商空间的形变收缩的有用方法. 
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ffl 4-19 

命题 4. 13 is 广 X - y 是商映射 MCX ， B =/ C 4), 如果 H 
是；^到4的（强)形变收缩，井且满足条 件：当 时 ， VfeA 

则存在 Y 到 S 的(强)形变收缩+ 


证明规定为 

其中 : rC 

f l ( y )^ W 满足的条件保证了 

G 是确定的，并且 G 。（/ Xid ,) 
= (见右面图表）根据定 



理 3. 3, /X id r 是商映射.是连续的，根据定理 3. U . G 连续. 


▽ 3^1%取文6广 1 (7)，则0(^，0)=/(//(^，0))=/0)=：^ 

Gb , l )=/(//(： r , l )) e / C 4) = ^ V * e 5, 取 A 中点 aG /-%)， 
则 Gtt ， l ) = /( H ( a ， l )) = /( a )=6 •于是 G 是 Y 到 ii 的形变收 
缩，如果 H 是强形变收缩，则 C ( b,t ) = fCH ( a ， ty ) =/( a ) = A ，因 

此 G 也是强形变收缩 .I 

例8拓扑锥 CX 以锥顶为强形变收缩核. 

CX-XX//XX 彳 1} ，记/ : XX7—CX 是粘合映 射+作 XXI 

到 XX {1} 的强形变收缩: ( XXDX 卜 X 乂 I 为 

HCxUfS) —( 工 ， （1 一 + 


则 W 满足命题 4. 13 的条件，从而 W 导出 CX 到锥顶 /(XX ⑴) 
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的强形变收缩. 

例9 Mobms 带以腰圆为强形变收缩核. 



图 4-20 

记 X ^ Mobius 带，它是矩形 M 粘合两侧边所得商空间 . £ 
f ： M — X 是商映射.设 d 是连结 A / 的两侧边中点的线段，则 
/(4)是 X 的腰圆.记 r : Af — A 是沿竖直方向把 M 压向 A (图 
4 -20). 则从 id 〃到卜 r 的直线同伦是 X 到 A 的一个强形变收缩， 
并且满足命题 4. 13的条件，从而导出 X 到腰圆的强形变 收缩. 

记: r 。 是腰圆上一点， a 是以^为基点，并沿腰圆走一圈的闭 
路 ，则 是由 <<3>生 成的自由循环群. 

例 10 环面： T 去掉一点后，以一个经圆和一个纬圆的并集 
为强形变收缩核（图心 21), 



图 1-21 

设 M 为一矩形， O 为71/的一个内点，则 M \{0} 粘接 a 和6后 
得到 7 T 2 挖上一点 . m 的边界 r 是的强形变收缩核，任一 
强形变收缩导出: T 去掉一点到 r 粘合而得的经圆和纬圆的强形 


130 


变收缩. 

用同样方法可以说明，任何闭曲面去掉一点后，可强形变收缩 
为曲面上的一个圆束(即两两相交于同一点的-组圆周的并集) 

◊ & ， 其中 

r- J 

k _ J 2« ? 若闭曲面是 nT 2 型， 

_ 若闭曲面是型， 

图 4-22 是双环面的情形. 



4. 4可缩空间 

可缩空间是抡型最简单的一类空间， 

定义 4 . 10 与单点空间同抡等价的拓扑空间称为可缩 空间- 
所有可缩空间构成一个空间的同伦等价类，它是最简单的一 
个等价类.可缩空间是道路连通的（见习题4)，并且是单连通的. 

命题 4+14如果 x 是可缩空间，则都是 X 的形变收 
缩核. 

证明 从 X 到 U ) 只有一个映射，记怍 r ■因为 X 可缩， r 是同 
伦等价.由于 X 道路连通，到 X 的映射类只有一个，从而哪一 
个部是「的同伦逆（习题 3), 于是包含映射卜也是 r 的 
同伦逆，即这说明是 X 的形变收缩核_ | 

欧氏空间 F 及 £ n 中的凸集都是可缩空间 . CX 也是可缩的, 
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下室入 n 



上室人口 


例7中的空间也是可缩的.下面给出两 
个直观上难以想象的可缩空间的例子. 

例11 图 4-23 中的空间 X 是这 

样构 造的： 一个带上下底面的圆筒用一 
截面隔成上下两室，每一室再在另一室 
中开一出口（用与筒壁相切的小圆柱面 
做成).很难直接看出 X 可形变收缩到 
它的某一点.但 X 确实是可缩的，因为 
它是实心圆柱体的形变收缩核.请读者 
构造一个从圆柱体到 X 的形变收缩. 


图例12 把三角形的三边如图 

4-24 U ) 中所示粘合，得到所 谓“蜷帽”， 
记作分难以想象 Q 的可缩性.但它也确实是可缩的.下面给出此 
断言的论证概要. 



图 4-24 

Q 可看成一个圆锥体的侧面粘合底边与一条母线而得商空间 
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(囝 4-24(b)), 作圆锥体的商空间 A 它是把圆锥体的底边与一条 
母线粘合，而得到的（图 4-24(c)). 因为圆锥体的侧而是圆锥体的 
强形变收缩核,所以 Q 是 S 的强形变收缩核.而 S 可强形变收缩 
为图 4-24(d) 中的图形，而后者是一圆盘.这样 S 可缩.从而 Q 也 
可缩.请读者自己补出以上论证的细节. 


习 题 

1+设 r 道路连通.且 hOO 是交换群，如果/二尽： 

目对 A 6 X ，/(工 = 笑(70) = 3^ 贝!] 

人 = 心： TT^Xy^rJ 7 T x (Y 


2. 设 /， g 都 是义到 义的连续映射，井且都保持不 


动，则 f 二 lg 令 


> L=g 


7T 




3. 设 /: x—y 是一个同伦等价，则/的所有同伦逆构成 y 


到 x 的一个映射类. 

4* 与道路连通空间同伦等价的拓扑空间也道路连通 - 

5. 表示空间X的道路分支的集合.证明若X 




y， 则 


?r 0 (X) 与仏00之间可建立一 


对应 


6. 若 S 是 Z 的形变收缩核 M 是X的形变收缩核，则方也 
MX 的形变收缩核. 


7. 若 BCZeXM 是X的收缩核，是X的形变收缩核，则 
S 也是4的形变收缩核. 

8_若^ 2 是又的两个闭子集，又 X^X.n 
x 3 非空，且是X 的形变收缩核 .则义 也是兄和的形变收缩 


核* 1 

9. 设 y 是可缩空间 * 证明任何拓扑空间到 y 只有一个映射 
类. 

10. 设X是 Mdbius 带, A 是它的边界, A e A 证明包含映 
射 f : A-^X 诱导的同态 L f 7^(4，：?：。)— TTjCXtX。) 不是同构. 

11. 证明 M6biu S 带的边界不是它的收缩核， 
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12 -设: r 。 是的边界 y - 1 上一点.证明 y '\{.心}凫 iy '\ 

■ u 。: 的形变收缩梭， 

]3,证明 F 列各空间互相同伦 等价： 

(1) 球面斤加一条直径(图 4-25( a )) ; 

(2) 在环面的一个纬圆上粘接一个圆盘（图 4 25( b )); 

(3) 球而 V 加一圆周 V (它们相切，图 4-25( c ))- 



图 4 25 

14. 证明铲 

15. 证明/> 2 弇 7T，V«>2. 

16. 设/是 P 中一条直线.证明 ^( PV ) 是自由循环群. 

§5基本群的计算与应用 

同伦不变性是计算基本群的有效工具.本节介绍计算基本群 
的另 个常用 工具: Van-Kampen 定理，它也能把复杂空间基本群 

的计算转化为 较简单 空间基本群的计算.本节还将介绍基本群的 
几个有代表性的应用. 

5* 1 Van-Kampen 定理 

V ^ m - Kampen 定理的叙述和证明都比较复杂，并涉及到较多 

的代数概念.许多文献中用母元与关 系这神 表示群的语言来叙述 
送个定理•本书中采用一种较容易接受的形式来表述.将要用到两 
个群的自由乘枳的概念，读者吋以在附录 A 中找到它的定义.定 
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理的证明也+放在正文中，列为本书的附录 r 附录 b 中还写出 r 
用母元句关系这种语言来叙述 Van-Kampcn 定理的方式. 

A 个6由循环群的自由乘积》称作秩为的有限生成自由群- 
在每个自由循环群中取定生成元 ，得元 素组则该有 
限生成自由群的每个元素都可唯一地用这组元素表出，因此把它 
称力由 k ，…， a *} 自由生成的自由群，并纪作 F ( a l ，(^ ，… ， a :) - 


易 iiH F(tii ，… ,a k ) * F(h 、 r” ， bi) =厂(£^，…，口”古"…，4)- 

设 A 是群 G 的子集 ，把 G 中包含4的最小的子群称为由 A 
生成的子群，记作 M ); 把 G 中包含 j 的最小正规子群称为由 
生成的止规子群，记作[/ I ]. 

现在叙述定理. 


定理 4. 7< Van-Kampen 定理） 如果拓扑空间 X 可分解为两 

个开集足与义之并，并且 x 产 X 、 nx a 非空，道路连通+则 Va 


ex 0 ,^ 


^=疋1 ( 叉1 ，工。） * TI ，工 {>) 

其中 6 : X 。— 兄《 = 是包含映射. 

如果记 d : 2) 也是包含映射，则同态 (/；),* 

1 (兄，々）决定唯一的 

同态 JT ] {Xi tJT ^) ^ 7 T ^( X 2 （习题 1). 定理的结论 

可以明确地表述成：？>是满同态，并且 Ker ^ = 
[{(^ UaKhWa - 1 )^ £ ^( X D , x 0 )}]- 这就给出了定理要证明 

的两个方面，其中？是满同态的证明还不算太困难(习题2)，麻烦 
的是另一部分.有兴趣的读者可以参看附录 B , 也可在参考书 H 

[4] 和 [5] 中找到证明. 

定理要求都是开集，在许多情况下显得不方便.下面 


① 这电出 现的代数术语的定义都可参见附录 A , 
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给出它的替代形式. 

定理 4. 7 a 如果定理 4*7 中：^，义都改为闭集，并旦 X 。是 

它的一个开邻域的强形变收缩核，其他条件不变，则结论仍成立. 

对于不大熟悉代数的人, Van - Kampen 定理的结论不大好理 

解，也不好应用.好在在本书中只在下列两神持殊的情形应用定 
理，对代数知识的依赖要少得多. 

(1) 是单连通的，这时结论简化为 

(X ，工0 ) •— A (叉 I ,工。 ） 升 (叉 

(2) X 2 是单连通的，则 

?r 】 （ X ， : r 0 ) 兰 ?^ (X 】 jpVrlmGW ]， 

持別当有生成元组 /时， 

5. 2 Van-Kampcn 定理应用举例 

例 1圆束的基本群. 

p _ 



Si Si 

K[ 4-26 


设 v 岛 则义是 x 的闭子集 .sinsH 是某 
个开邻域 tz 的强形变收缩核（图 4-26). 用持殊情形 （ U ，得到 

7T { (5{ V ，^ )) 兰 A (*S| * 7T\ (iSg ) * 

记 A 是〜 处沿^走一圈的闭路，贝 IJ 

^(5! V 巧， A ) = F (< a T > ，〈〜 >). 

一般地，在&巧中，记4是在各圆交点 ☆处沿 &走一圈的 

T - I 


136 


闭路，则 


n 

t JTi( \f Sj ^ ^ t <^„>)i 

' r= I 

是秩为 《 的有限生成自由群. 


例2计算闭曲面的基本群. 

以 Klein 瓶为例，矩形 M 按图 

4-27 所示方式粘接两对邻边，得到的 
商空间 X 是 Klein 瓶.设是由 

M 的边界粘合成的子集，它是两个圆 
的圆束，记交点为取 XVI 中的一 


个圆盘，记作记& = X \ X ,, 则对 
X , X M X 2 可用定理的特殊情形（2)， 
得到 



图 4-27 


，工 0) ~~ 才 1 ( Yl ，工/[1加^(/] ) rr ] 

= ^1 (^1 ，丁 。） /[<60] ， 

其中(是一圆周）^ 是心 处沿 X 。走一圈的闭 

路. A 是&的 形变收缩核，从而包含映射导出同枸 

? *r ' 江1 ( X ，工1 ) ~^ （X t 3 ) .利用例1的结渠 * 推出 


= F{{a) ^ < 6 >), 

< a >，（6) 分别是图 4-27 中所示闭路 u ，6在&中的闭路类.取 w 是 
尤中从 ^到&的道路类，则同构 叫把 〈…映为 = 

于是 

^ CX f ^ 0 ) ^^( X ] ^ i )/[ ft i tt (< J ))] （⑷， ■;&>)/ [⑷ s <6>], 

用同样办法计算任何闭曲面的基本群，得到 

以〜，-_，，〜）/[>卜.<]， X 是彷尸型， 
aOO 兰 - F(a” 卩 ' ，…， c^D/OAd 1 … 

X 是 fr 2 型， 

下面介绍基本群的几个应用. 
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S -3 完成闭曲面分类定理 3. 4 的证明 

闭曲面分类定理 3. 4证明的剩下部分是要说明不同类型闭曲 
面不同胚，为此只须说明它们的基本群不同构，两个群的不同构并 
不很容易从它们的结构判定，但交换群的不同构比较容易判定.为 
此我们求闭曲面基本群的交换化.关 T 群的交换化的有关概念和 
11：质可在附录 A 中找 到+群 C ； 的交换化记作 G . 利用命题 A . 11和 

八 . 12可以算出① 

,_ m 个 

Z x »■ y ^' zHz , ， X 是爪 卩型闭 曲面， 

X 是 nT 2 型闭曲面- 

于是不同类型的闭曲面的基本群交换化以后不同构，因此基本群 
也不同构.分类定理证明完成. 

事实上，我们也证明 r 不同类型的闭曲面的伦型不相同.因此 
闭曲面的同伦分类与拓扑分类是一致的. 


5- 4 Brouwer 不动点定理2维情形的证明 

我们叙述这个著名定理，并用基本群为工具，完成2维情形的 
证明.高维的证明在第八章中完成， 

定理 4 . 8 (Brouwer 不动点定理） 设/是 n 维实心球 D " 到 

自身的连续映射，则存在^61)%使得 / Cr>=r . 

证明 用反证法 ■设 /没有不动点，即 fix ) 辛 xMxGLT . 于 
是可以规定兒：为 

—本 \ 工 一 fOr) 


(图 4-28) .则尽连续，并且心二兄 Y — 1 : I 满足 aCt ) 尹 

— (请自己验证 ）■ 因 此心二 — A - 1 (§ 1 


■: J .) #省_附录的例1，例1 
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例 2 ). 网为尽。二 g 1 5 Z ，其巾 Z : 
y 〜 it 是零伦的，所以❿是 
零伦的.干是推出 id ， 1 :义 i — 

5 - ] 是岑伦的.（以1：论证对维数 
n 没有加特殊要求 .） 

当 n — 2 时 a, «]) 兰 Z, 从 fftf 

1^' 导出的基本群的自同构不是 

平凡的；而常值映射导出 T 凡的 
基本群同态，因此 id V 不是零伦 

的.这个矛盾说明/ -定有不动 

点. ■ 

5.5 代数基本定理的证明 

定理 4. 9( 代数基本定理）复数域上次数大于零的一元多项 
式有根. 

证明用反证法.设《次复系数多项式在复 

j - ^ 

平曲上无根.于是 仏/0, 否则0是根.+妨设〜 一 1, Vr >0, 规定 

fr = 

fXz) - 尸 （ a)/ || P{rz) [| . 

则 Vr ，/ r 2 _A .而 / G U ) = a 。/ |U || ，即是常值映射.干是/「岑 
伦 * 但是不难证明当 r — +〜时，人从而当 r 充分大时，人 
二心,这里心： 5 1 ^5 ] 规定为 A H U)=/ t 它不是零伦的，因为 (hh 
不是平凡同态 +导出 矛盾. ■ 

5.6 曲面上的边界点 

第三章已对曲面的边界点作了规定 ：曲面 上的点称为边界点， 
如果它没有同胚干 P 的开邻域.当然，它就有开邻域同胚 于纪. 
m 是还有不明确的 n 题. 
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首先，还没有证明 E \^ EK 现在来证明此论断.中去掉任 
意一点就不再单连通(同伦等价于义>，而上去掉有些点（确切 
地说后仍是单连通的（实际上是可缩的），因此 

其次，直观上的边界点是不是就是现在意义的边界点?例如对 
T 圆盘 I ) 2 ,义上的点是边界点吗？这种点已有同胚于£〖的开邻 

域，还会有同胚于的开邻域吗？ 

命题 4 . 15 设: r 是拓扑空间 X 的一点， V 是 上的-个卄邻 
域，并有同胚映射/ : V — EI ， 使得 / U ) = 0( 原点），则: r 没有同 

胚于的开邻域- 

证明 用反证法.设有开 邻域! 7兰£ 2 是同胚映 
射-则 M 中0的开邻域 /( f / fll /) 同胚于£ 2 中的开集 ^( C / DV ) 

(图 4-29), 


fiUQV) g{Uf\y^ 



图 4-29 

取 e >0, 使得鸪中的球形邻域则 B (0, 
o 与中某个开集 w 同胚，于是 5(o，e)M0} 同胚于 w 去掉一 
点. 后者不可缩 （ § 3习题7)，而 BCOdMO} 是可缩的，矛盾， | 

习 题 

1. 设是三个群: G—H 是同态 (彳 = 1,2). 证明 
存一唯一同态 Gi* G 2 — 使得 f \ a^Mi = l , 2 ). 
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2. 设 是久 的开集，产 尤门心 非空， 

并且道路连通，证明由（/;)，； 

(/ 2 )* 1 3Ti<X 2 ,Xo)^?Tl (X ， A) 决定的同态炉： JTl(X| tX^y) * jt l (X : , 

是满同态， 

3. 证明《>2时去掉有限个点后仍是单连通的+ 

4. 求下列空间的基 本群： 

(1) 於中去掉3 个点； 

(2 〕 P 中去掉3 个点； 

<3)穸上去掉3个点. 

5+求下列空间的基 本群： 

(1) £ 3 中去掉2条不相交 直线； 

(2) 以中去掉3条坐 标轴； 

(3) “田”字形， 

6. 把三角形的三条边按图 4-30 所示 
方式粘接在一起.求所得商空间的基本群. 

7. 证 明：如 果曲面 Af 守 Af 同胚，则它 
们的边界也同胚.并由此说明 Mobius 带与 
平环不同胚. 

8. 设/: 圮连续•证明在下列条 

件之一成立时，/有不 动点： 

(1) /(^Oez ? 2 ； 

(2) hewu ) j 与原点不共线； 

( 3 ) he 义，线段过原点 • 

9* 设疗 — 汉连续 ，并 且义上 每一点都不动，证明/是 
映满的. 



10,记^是疔中以 G ，0,0) 为球心，+为半径的球面 ，X 
[jsf (图4,31).证明叉单连通. 
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4-31 


s § 6 Jordan 曲线定理 


平面或球面上同胚 T 圆周义的子集称为 Jordan 曲线，或称 

为简单闭曲线. 

定理 4. 10 (Jordan 曲线定理）若 J 是圮上的一条 ： [ordan 
曲线,则 E 2 \ J 有两个连通分支，它们都以 J 为边界. 

这是一个应用十分广泛的著名定理.它看起来很直观,而证明 
起来很困难，但迄今巳有不少证法.下面用基本群为工具给出一个 
证明* 

先指出几个明显事实. 

(1) tv 是 f 的开集，因此是曲面，并 且没有 边界点 . 它局 
部道路连通，从而连通分支就是道路分支，并且都是於中的开集. 

(2) 圮\7有唯一无界连通分支. 


C0.1J 



oco.o) (uo) 


图 4-32 


(3) 如果把定理中 P 換成 
s 3 , 与原定理等价. 

引理疗上连结边界^ 
上两个不同点，并且不经过 v 
的其他点的道路 a 分割 z ? 2 (即 

不道路连通). 

证明由于 / XJ 兰£)%只 

须对 JX 7 证明相应的命题.不 
妨设 a 是从 JX / 的顶点（】，0) 

到（_3，1)的道路，它不经过其他 
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边界点(见图 4-32) .我们证明， /X/ 中从 （0,0) 到（1，1)的任一道 
路&都与 a 相交，即存在以，使得 aCO 二的)■从时(0,0)和（1,1> 

属于 / X / W /) 的不同道路分支. 

用反证法，则可构造连续映射/： /X/- 

S ] 为 

/(“） 一 “⑴一 h ( t ) 

川， - \\a(s)-h(t) || - 

则 / ( 0,0 ) = 1, /(1 ,0) = e 1 ，/ (1 ，1 ) = e Ln ,/(0 ? l > = e LHy .记叫， 

， 叫和扣 4分別是 V 上在四个象限中的弧（图 4-33) ■记四 



图 4-33 

条边决定的道路为和如图中所标，则不难发现，/ 
的像在吨上.由此可看出 c = f - 是^以1为基点的闭 

路，圈数为 1* 但是是 / XJ 中的闭路，因此心> = 


人 是〜(义）的单位元，矛盾 f | 


定理 4 . 10 的证明 证明分三步进行 


第-步 


证明 E 2 \ I 不道路连通. 



取,/上距离最大的两点(即 d ( A , R } - diamj ). 作矩形 
使得 A , B 恰好是它一双对边的中点，并且 ./ 包含在 M 中，只 
有两点在 M 的边界上（图 4-34) .把 J 被 J 3 分割成的两段 
分別记作.人和 J 2 ，它们都同胚子/，从而可看作 A / 上从4到 S 的 
两条道路的像.根据引理，若 C 和 /) 是 M 的上、下边的中点，则线 
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段 CD 与上 和 A 都相交.记 A 是 

而与 J 的最高交点 ，込 是最低交 
点.不妨设 A e A ，则 p 3 6否则 
可设计从 C 到 Z ? 的 A / 中一条道路 
如 下：从 C 直下到 7 V 设 A 从/\ 

到尸 2 , 再从匕 直下到这条道路 
与/ 2 无交点）.记是而与人的 

最高交点，是$与 A 的最低交 
点，则戶^的内部无 J 上的点.取 


Q 为^;的一内点.下面用反证法证明在 fi 2 v 中， Q 与 A / 外的部 
分不在同一分支中.如果有道路^与/不相交，且 a (0)= Q ， a ( l ) 
在 Af 外，则 a 与」 W 的边界必相交.设第一个交点是£点，则 i ； 不 
是儿 B ， 设£在攰界上半部分.构造: W 中从 D 到 C 的道路 如下: 
从 Z > 直上尸 2 ，沿入 从匕到 P 4 , 直上到 Q ， 沿 u 到五 ，再沿 Af 的边 
界的上半部分从£到 C . 这是一条与.八不相交的道路，与引理的 
结论相矛盾. 

第二步证明/的每个连通分支 都以/ 为边界 - 
对于 fi 2 V 的一个有界连通分支!7,记就是 t ； 的 
边界，因为 P \ J 的每个连通分支都是开集，它们都与 P 不相交， 

从而与 3 U 不相交，于是 3 UC 丄 下面用反证法证 = 如果 3 U 

则由于 JSS 1 ， au 是 J 的闭子集， 一 定存在/的一闭弧 

i (兰/)，使得利用 Tietze 扩张定理，对于五 2 的闭集丄， 

id : A — i 可扩张为收缩映射 r :於― L . 构造连续映射/: £ 2 — 


如下： 

。厂⑴， j ： & U f 

j ( jc ) = { 

\JTy X ^ V % 

其中… I 户 E 2 是包含映射(注意到当 ^ e 3!7= ana 时 
=1，这说明/的合理性〉 . C 7 UL 是有界的，不妨设它在以的内 
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部. r 是由/在疗上的限制得到 疗的 自映射：以―疗,它在 

上不动，井且人不满（因为而且 wu ) et /)， 这与 
§5习题9的结果矛盾. 


对于允界分支证法相同，只须把/的定义修 改为: 


/O) 



oc V ^ 

: r. e IJ\ 


第三步 证明只有两个分支， 

否则，存在 E Z \J 的分支 V ，使得 Q e Vc = Af . 作 A / 中从 C 到 I ) 
的道路6 为:从 C 直下到/ V 沿^从 A 到/ V 直下到/ V 再沿,/ 2 
到户 3 ,直下 D ■则 A 不经过 V %即 VLM \ b ( l \ 由引理， / UB 在 
mv (/) 的不同分支中，而 a , b 都在,/ t ， jc 7, 于是 a ， s 和 y 
应在 MV (7) 的同一分支中.这个矛盾否定了 V 的存在._ 
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第五章复叠空间 


复叠窄间（有的文献屮称作复迭空 「 H : 或覆盖空间）的理论，是 
代数拓扑学中的一个很小的分支.但是它的应用相当广泛，在代数 
拓扑学和低维流形中它都是很常用的工具，在分析学（如复变函 
数）中也很有用.它与基本群关系很密切，可用来计算某些空间的 
基本群.用复叠空间还能得到有关群的一些有趣的结果. 

§1复叠空间及其基本性质 


1.1 复叠映射与复叠空间 





复叠映射的一个典型例子是映射 f : 
E ] 这个映射在％ (义 ） 的 

计算中起了关键性作用.它的重要持性 
是： Vses l ，p 是 e 1 h —族互 

不相交的开区间的并集，并且 p 把其中每 
个开区间同胚地映成5 1 \{^}*粗略地说, 
复叠映射就是良有类似持性的映射. 

定义 5. 1设 £： 和方都是道路连通, 
局部道路连通的拓扑空间，户：万是 

连续映射.如果有开邻域使得 

族两两 不相交的开集 
{V ff } 的并集，并且 f 把每个 V ff 同胚地映 
成 R 则称户： E ^ B 是复 叠 映射和 p 
一 起称为 /i 上的复叠空间，£作 j), 
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^ 1 


把万称为它的底空间（图 5-1)- 

具有上面所说性质的开集 (7 称 为基本邻域. 不难看出，包含 
在一个基丰邻域屮的任何开集也是基本邻域.由于£局部道路连 
通，都有道路连通的基本邻域，此时每个 R 也就是/ >_ l ( u ) 
的道路分支.我们以后总是取道路连通的基本邻域，并且称每个 
为户⑴的分支- 

Nb 乏 BMP 是6点上的纤维，利用 ii 的道路连通性可 
以证明，纤维的“势”(基数）与6的选择无关，称它为复叠空间（映 
射)的叶数(也叫层数 ）（ 习题 2). 

S 的 S 同胚映射/ * B 一 B 是叶数等于1的复叠映射 . £ 
— V 〃 ^ 的叶数不是有限数- 

例1 V 到0身的整 幕映射 K ^ 5 1 ^ 是复叠映射， 

叶数为 W 图 5-2). 



例2 设々：是粘合映射(粘合每一对对径点），则它 
也是复叠映射，叶数为 2( 图 5-3). 



图； V ：? 
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以上两例请读者 0 己验证.也吋 用后如 的命题5,1来说明. 
例3 把环 m # 成 pxv . 映射 a : 铲^了' 

是复叠映射 （参 看习题 5)(® 「 4). 


y 


J 


O 


O 



o o 



O Os o o o ^ 

0 i 1 




图「>-4 

例4图54是四个依次相切的圆周到两个相切圆周 ( OC ) 字 
形空间）的一个复叠映射.它把两边的圆周分别映为 oo 字形的两 
个圆周，中间两个圆周各2幂地映到( X )的两个 圆周上 （标有 a ， A 
的弧段分别映到 a ，6圆上).叶数为 3. 
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图 


设道路连通、局部道路连通的空间.设 /: X — X 是同胚 
映射，并耳 r = id， 当0<川<«时， r 没有不动点.规定 Xh 等 
价关 系为： 与 〆 -等价，如果存在使 ru )= 〆 . 记商空同为 
A 7/4: X - X// 是粘合映射. 

命题 5. 1如果 X是道路连通、局部道路连通的 Hausdorff 

空间，则 P : X— X//是叶数等干《的复叠映射. 

证明 v^ex//,iS /^oo=u，/u)，."，r _l u)i. 内为 

X是 Hausdorff 空间，所以可取: r 的开邻域V%使得 7，/(r ),_••， 

rt 1 

，广 l oo 两两不相交 p { ( U ) ^\ Jfav ) ，从而 

i - o 

卩是 开集 ，并且户把尸(V)同胚地映为 U (习题 4) .于是 C； 是 y 的 

基本邻域. ■ 

例5 X的枸造如图 5-6 .它由一个大圆周与《个与它外切的 
等半径小圆局构成，切点等分大圆周.记/: 是绕大圆心旋 

r ?TT 

转：角，则 尸 = id. 0 < w O 时 ，尸 无不动点.用命题 5. 1 ， 得至 [J 
X//和复#映射夕： X— X//，叶数为 /i.X// 是 0O 字形. 



图 5-6 
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例 6 图5 7是一个中心对称地放®在 P 中的双坪面设 
/= F 为中心对称映射.则是-个3尸 2 型曲面（请自己证 
明，见习题 7). 从而得到27” 曲面到 3 P 曲面的一个叶数为2的 
复叠映射. 



m r> 7 

类似地对任意止:整数… Nf 以构造 Y 广到（《十1)产的2叶复 


1.2 映射提升问题 

在茇齊空间理论中，映射的提升问题是一个核心问题 .S 
P 1 月适 E 叠映射 -X 是一个拓扑空间.两个连续映射/: X — 

/：?和7 X — £如果满足^ 7 — •就称 7是/的一个提升.本货 
和下节将时论荇种情况 F 映射提升的存在性 N 题.先坰明1个关 

T 提汗的唯一件的如题 - 

定理 5. 】（提升唯一性定理 ） fe / i 牟通 . ， 7 …X W 〈都 

迈/: X 的提升(关于复叠映射/厂的），并且在采-点 

a.6x ， 7i(a) = 7 2 w , ma =7 Y 

证明记 u ^ x \ J l u ) = 7 \^)}. 要证 a 二兄因为 x 
是连通的， A ，_0 « /!) ,所以只用证/ I 是开集，也是闭集. 

(1) A 是开集-设 a ，要证: n 是力的内点.设 e = /，（^ ) 

= 7如 由于户是0部同胚（习题6)，存在 e 的开邻域 V ，使得 

dv 是嵌入坱射.记 w 二 w )， 它是&的开邻域- 
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Vieiy . TV ] V % 且/ KAU ))?- 〆 ？ 〆 /))* 由 T/HV 

是嵌入，得 7」 U 〕， A (* r ), 从而 iyc ：/ i ， A 是 a 的内点. 

(2) /!是闭集，即 A 是开集.设 aGA , 要证心 是 A ， 内 
点*记人 ( A ) ，则又 p (€ i ) = f (^0^1 = 1 ,2. 由复叠映射 
的定义知，存在的不相交的开邻域 VpR ， 记 w / iTYkr ) 

n ,则 w 是 A 的开郛域. Or ), Or ) 分别在 

^1 中，因此不相同 * 于是 IVC ^. A 是，的内点. ■ 

命题 5* 2设 a 是 iJ 中的道路 ^ a (0)= ff ^^ p 则存在^ 
的唯一提升3,使得 5(0)=^ 

证明 S 可用第四章§3引理2的方法构造.唯-性由定理 
5.1 推出. ■ 

命题5_ 3 a ，6 是 B 上的两条道路 ， a ^6， S 和？分别是 a 和& 

的提升，且2(0) = 2(0)，则 a ^ b . 

这个命题是下节中的同沦提升定理的推论.证明在下节中补， 
先用它来讨论复叠空间的基本群. 

1.3 复叠 空间的基本群 

取定 eGE ， 记 h = p ( e )^ 命题5, 2说明，五上以^为起点的所 
有道路的集合与 S 上以6为起点的所有道路的集合间有一 -对 
应关系:2 。 5. 命题 5. 3说明，上述对应保持定端同伦关系，因 

此它导出£上以 e 为起点的道路类的集合与 S 上以6为起点的 
道路类的集合间的 一一 对应记 LU ) 是 E 上以 e 为起点，终点 
在户 V &) 中的道路类的集合，则 pAUeXB ' b 、. 限制弟在 
A (£ a ) 上，得到 

命题 5*4 h 1 7^(54) 是单同态， ■ 

规定 H , 它是 qOJd ) 的子群. 

命题 5. 5 在? 中的指数 [ MS 』） 1 反]等于复叠 
映射 P 的叶数. 
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证明 就是 a 03 J ) 中払的右陪集的“个 
数' 而户的 叶数是户 - l «) 中的“点 数”. 下面构造从/⑹到仏 
的全部右陪集的集合〜（万， 6)///, 的一个 一一 对应7,从而完成证 


明 - 







p / Lie ) 一 Tt / B ’ b ) 是 ——对应-如 
果 igeLoo 有相同的终点，则 

p x Q )( p K ^))~^ = p K Q 身0 e H ,， 

即 p K G ) 与 />„(/?)&//, 的同一个右陪集 
中.这样，可规定对应7 : P _1 — 

a ( b ，6)/ h , 如 T : 取 

以/力终点，令7 < 〆 ）= 

1/\(幻](/，,(^所在右陪集).易见？是 

满 I 设 〆 户一 1 ⑹， v(〆 ） 」 7(，） ， 取 

■〜豆 e L G ), 终点分别为 〆 和， 

(围 5- Sh 则[尔6八=[/、(^)],即存在 

reiL , 使得 M 吾） = rp , ⑻-取 


使得 M 乃=广则 fiAjV ^ pAr ^). 由于么是单的，右歹 
L 从而 〆 - v __. 这说明 7 还足笮一的 .I 

* 般地 ，反与 e 在， HO 中的选择有关 . 

命题 5. 6 { HAc ^ p …”构成以万⑻的一个子群共轭类- 

证明设 wo ，取 a 是从 e 到 〆 的一个道路类 

则有交换同态罔衣（第四章§ 2习题 4) 


7T] (iLU J ) 

P ， 







I 
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〜 UUby 


其中 〜是 MSJ ) 上的一个内自 同构+ 因此 

A 

与反 共轭*反之，若 々( Sk ) 的+群 G 与共轭，设 G ^ auH ,. 

取，使得= &记^是^的终点，则由上面讨论知， 

— C , | 

在本节的最后，我们举出两个应用的例子. 

(1) ^(P")^Z a («>2), 

例2给出了从义到/^的一个2叶复叠映射.当 n >2 时，义 
单连通，因此是平凡子群.利用命题 5. 5，推出有两个元 
素，从而 A ( P n )= Z ,. 

(2) 秩为2的自由群有秩为4的自由子群， 

例4构造的复叠映射的底空间的基本群是秩为2的自由群， 
而复叠空间的基本群是秩为4的自由群， 

事实上用构造 CX ) 字形的复叠空间的方法可以说明，秩为2 
的自由群有秩为任意正整数的自由子群，也有秩为无穷可数的自 
由子群. 

习 麵 

■ J. 

1. 设是复叠映射，证明 f 是开映射(从而是商映 

射). 

2. 设户： E ^ B 是复叠映射，证明纤维的势(基数）#户^(6) 
与办 es 的选择无关. 

3. 设户： E ^ B 是复叠映射， t / CS 是开集，设 /z : U ^ E 是 

U 上的一个截面（即 A 是包含 映射。 U ^ B 的提升），证明 h ( U ) 
是 E 的开集. 

4. 验证命题 5*1 中的 f 是开映射. 

5_ 设九 1 E f —Bi 是复 ft 映射 w _ = l ，2. 证明 piXp z ； £ iX E z 
^ B , XB 2 也是复叠映射- 

6. 设 A : 是复簦映射，证明 f 是局部同胚的（即 


153 


E ， 有 e 的开邻域 V ，使得户 IV : V — 户00是同胚)， 

7_证明例6中的 F // 是3产型曲面. 

8* 对于实数作户： ( a ' bX 为 /> U ) = e _ 3 ' 户是不 

是复叠映射？ 

9. p ' — e_ Slcz 是不是复叠映射？ 

10 . 试构造: T 到尸的一个2叶复叠映射，并构造从 T 2 到 
Klein 瓶的一个2叶复叠映射. 

11. 试构造 CO 字形上的两个不同形式的4叶复叠映射. 

12. 设 f : E ^ B 是复叠映射* X 连通,证明从 X 到 S 的常值 

映射的提升也一定是常值映射. 

13. 设是复叠映射， t / 是 S 的道路连通子集， V 是 

声 ^ OO 的一个道路 分支. 证明 

14. 设户】 五寸 S 是复叠映射 ，VI £:的道路连通开子集， t / 

= 〆 !/).如果包含映射〖：诱导的基本群同态4:〜((7)— 
A 〔 B ) 是平凡的，则户|7 : V —(7 是同胚映射 ■ 

15. 拓扑空间 X 的子集 A 称为半单连通子集，如果 A 道路 
连通，并且包含映射诱导的基本群同态 L : MW — 是平凡 
的.证明复叠空间的底空间的半单连通的开子集一定是基本邻域 * 

16. 如果拓扑空间 X 的每一点都有半单连通的邻域，就说 X 
是局部半单连通的.证明当底空间 S 是局鄧半单连通时，复叠空 
间£也是局部半单连通的. 

17. 设五-五一都是复叠映射，并且 B 是局部半单连 
通的，则 户。？ ： Ei -* B 也是复叠映射. 

18. 设私五一都是复叠映射，并且是有限叶的， 
证明声。7也是复叠映射. 

19- 设~五一 S 是复叠映射 ，斤召 ，士厂和 V 都是 
B 中从6到匕的道路， S 和$分别是 a 和：的以 e 为起点的提升. 
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§2 两个提升定理 


本节讲两个重要的提升定理：同伦提升定理和映射提升定理， 
并介绍它们的一些应用.前一定理的一个应用是命题5, 3,现在将 
补充其证明.本节中假定 : E -* B 是复叠映射+ 

2.1 同伦提升定理 


定理 5. 2( 同伦提升定理）设;五和尺：又乂/一力都 
连续，并且满足以工，0)=户。 70 r )， Vrd 则存在 f 的提升 
F ： XX/— 五，使得 FU,0) = fU)^^X. 

证明 Vj 6 X ， 记〜是 F 在 x 处的踪（见第四章§4)，它是 ii 

上由决定的道路._命题 5. 2， t 有唯一以为起 
点的提升，记作规定 F 为 ？( j ：， i )= K /)， 则 F { x ,0')= z x (0) = 

f { x 、’ p b F ( j ： f t ) = p c z ^ iO — z ^ ( r ) —Fix a )* 只须再验证戸的 
连续性.为此先证一个引理. 

弓 I 理若八 U } X [ r 4]) 在某个基本邻域中，并且？的心 

f 

切片7。在 Z 连续，则存在 X 的邻域使得巧 WX [ f ^,] 连续. 

证明设匚基本邻域 U ， 则 F (工山 ）e 

P ~ x iU ) ，因此有 T ( x ，0 的开邻域 V ，使得/> 1 V ; V ^ U 是同胚.根 
据第二章§ 3中的引理和在 r 连续的假定，存在 z 的邻域 W ， 使 

得 ？ X ( WO 匚 L 并且厂(呎父|^ + ])07(图 5-9) .于是 

F ( W } X [心々]) = «[“々]) d 户 _1 ((7) 

并且连通，因此一定包含在 V 中.这样 F ( WX \ j , 士])[7,从而 F 
iwxito . t ^ ipwr - 1 ^ f I 叱 X 0。 山]是连续的，引理证毕 • 

回到定理的证明. { F - HU ) IC 7 CB 是基本邻域}是叉乂7的开 
覆盖.于是，存在正整数 n ， 将/等分为《个小区间 
…， UjVhFUWXA ) 包含于某个基本邻域.依次对 X/ M 
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fWxDu 山 ]) 


阄 5-9 

…， U [ x 八用引理(注意在: t 连续，由？ iwxl 连续得到 
7纟在 I 连续），得到 P 在 U } x / 的一个邻域上连续，由 x 的任意 

性 I 得到萝连续. ■ 

命题 5. 3的证明 

设 f / ; IXI ^ B 是 a 到6的定端同伦.根据同伦提升定理，存 
在开的提升/?,使得 = 因为//丨⑴ X 7 U = 0，1) 是 

常值映射，所 以別⑴ XJ 也是常值映射 （§ 1习题 12) .记 P 是由 
V ( Off ( M ) 规定的道路，则 &也是 6的提升，并且&(0)=2(0) 
= 6(0), 由提升唯一性得到 P 于是总 I 

2.2 映射提升定理 

定理 5. 3( 映射提升定理）设 X 是道路连通、局部道路连通 
的空间，/: x—b 连续 j 。 ex ,6 0 -/( xo ) ， e v ep _' (~),则存在 f 

的提升7使得？ 

证明如果7存在，则 

人 冰（叉， X。））= [ pAn'iE’eO) = 

构造？如下: Viex ， 取 x 中从 x 。 到 j 的道路 w 记 
® 是/°切的以 A 为起点的 提升. 规定/ U )=5 K 1). 

1S6 


首先证明 6(1) 与 W 的选择无关.如果 W 是另一条从 A 到 X 
的道路.因为 J 

< (/ ° w ) (/。逆 ） 〉=人 （ 乏 H 〜， 


所以（/。议 >(y、iio 的以 o 为起点的提升2是一条闭路，于是 
S 逆■是 （(/ 。 W)(/ ° ) ) (/ ° Ti/ ) 的提升，并且 

((/ 。出 ） C / 9元' ））（/ 。 W 、= f 。 （ (沈泣 ) w f ) f ^ w y 

根据命题 5. 3，ffi 与有相同的终点，即 ffi(l )— S /( l), 

其次证明？的连续性 .v:ex， 设V是了 U) 的邻域，不妨设 
Mio 是基本邻域，并且 filv: V ^ U 是同胚.因为广乂⑴是 T 的 
开邻域，且X是局部道路连通的，所以可找到: r 的道路连通的邻 
域V，使得 /(wo[J7, V/ e %取 。是 tr 中从$到 w 的道路，记 

v= ip [V)~ x ° / ° t，， 它是 / 9 U 的以/ (: T) 为起点的提升,记 Til 是 
从: t ◊到 Z 的道路， S 5 是/。 W 的以 A 为起点的提升，则从尤0 

到〆，碗是/ p 咖的提升，由？的定义， 7(/)=su)ev. 这就 


证明了 7(^0 匚 V ，了在 I 连续， 1 

例1 设 p •• S ^ P n 是上节例2 
规定的复叠映射是 
连续映射，则存在连续映射;7 : 5"- 

使得 P 。 P ， 即右边的映射 
图表交換.理由如下： 



考察映射 /- ；> p % 因为 y 是单 连通的，所以 /t pm 


足定理 5. 3的充要条件，从而存在它的提升 y ， 即有连续映射 y : 

V — 5%使得夕。7=/ 6户.由于/> t 是两叶的，这样的7 

有两个. 


例2设〃>2.则 P 到 f 只有一个映射类. 

设/和反都是从 t 到夕的连续映射，设夕：五 1 — s 1 为 pity 
= 因为以 是单连通的，根据定理5+ 3，存在/和 g 关于户的 
提升7 ; £ 1 和 J ; S ^ E \ 由于 f 1 是凸集，7二歹，从而 
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f = p ° f — p ^ g = 

例 3 证明 P 2 到 S 1 的每个连续映射都零伦. 

设 f -■ P ^ s 1 连续，导出 /n ( P 3 )^( S ] ). 因为 JT](P 3 ) 兰 
( S 1 )^ 没有2阶元素，所以 Im/， 是 MS 1 ) 的平凡子群.因 

琴 

而/满足定理 5. 3的条件，有提升;？ ： P ^ E \ 7是零抡的，因此 
/也零伦. 

2.3 复叠空间的分类 


现在考察底空间相同的诸复叠空间之间的关系.设(^，&)和 
(£ 2 ，和）都是 B 上的复叠空间.如栗一个连续映射:瓦—£ 2 满 
足 A fl A = (即 / i 是 fii 关于/>2 1 E 2 ^ B 的一个提升），则称 A 是 

，九) 到(£ 3 ，/> 2 )的同态.如果同态 A 是一个同胚映射，则称为同 

构.当从(岛，九)到 (&， A ) 有同构时，就称它们是等价的 * 

取 6 e 凡§1中已说明，当 p :五 — i ? 是复叠映射时， { H c = 

^(以五—”^/^⑹丨是〜⑺⑹的一个子群共轭类. 

命 H S + 7设 （仏， 声.）是召上的复叠空间0 = 1，2)，66凡则 

(£,々）与 (£ 3 A ) 等价它们决定 A ( m 的同一个子群共 
轭类. 

证明 设 A 1 五2是同构. e 2 = 

叫），则 

I 

( 户 1 ) 疗（冗 1 ( 五 J ，^1 ) ) = (Pz)r ° Ajt (JT L ( 五丄 ，长 i ) ) = ( p z ) r (7Cj (£- ) ) ♦ 

子是 ( A ，/ ^) 和（私，办）所决定的子群共轭类都是 （声山 ㈨ （私， 

h >) 所在的那个共粗类. 

取 q (占），& (办），使得 ( A ) 〆 打 1( 丑 l ， h )) = 

(和)/〜（&，外 ）） .则由定理 5* 3,得到同态 E ^ E 2 mk ' E 2 

E ^ E , 是昃的自同 

态，满足 A 。 A ( d )= 〜而 id ^仏-^:也是满足的自同 
态.根据提升唯一性定理 ， A 。 A = id ■同理 A 。 i 也是恒同映射.因 
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此 A 是同胚 ，(& 小）与 ( E 3 ，九）等价 .I 


习 题 

1. 设户：方是复叠映射， X 连通.设/: X — 石是 零伦的 

连续映射，证明/有提升，并且每个提升都是零抡的+ 

2. 设/ : 是复叠映射 T f / 是 S 的道路连通开集，并且 

包含映射/ : U — B 导出的基本群同态 i * : A ([/)—〜（ B ) 是平凡 

的，则17是基本邻域 . ’ 

3. 设/:连续，证明/零伦- 

4. 证明/^到: T £ 只有一个映射类* 

5. 设办 ： 五, — S 是复叠映射 （ i = l ， 2 )， 并且有户 1) 到 
(五 2 ，九)的同态 A : E } ^ E 2 ，证明 A 是复叠映射 * 

§3复叠变换与正则复叠空间 

本节介绍一类常见的复疊空间^^正则复叠空间 ，及 其特殊 
情形泛复叠空间,复叠变换虽然并不是正则复叠空间的特有概念， 
但只对正则复叠空间才显出它的用处. 

3. 1复叠变换 

定义 S 2设/ > : E—B 是一个复叠映射 ，五 的一个自同胚 

h : E 一 E 如杲满足 f = b 就称为(£，/0的一个复叠变换(或称 

升腾). 

按上节的术语，复叠变换也就是 ( 五 4) 的自同构，条件夕 & & 
=户就是说 A 是 f 的 提升. 

显然 ， id : :是复叠变换;复鮝变换的逆也是复叠变换， 

复叠变换的乘积(复合)也是复叠变换 • 于是，全体复番变换在乘积 

运算下构成群,称为(五，户)的复叠变换群，记作 

中有多少元素？为了考察此问题，取定 A 五， 记卜 
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P 、 e ). 则每个复叠变换 A 把^变为厂 1 ^)中的点.根据提升唯一 

性，当 A 弇 Y 时， AG ) 尹 Y 心) ■ 

命题 5. 8设 〆 ⑹，则存在*€必(£，户）使得 AG ) = 〆 

的充要条件是 W e = H P _. 

证明必要性 设有使，则 

H^= p x {^i{E r e f )) = > ，（〜 (>〆£ ， e)) 

= ( E 9 e )) — 

充分性若丑, = // e ,根据定理5. 3,存在户： E 今 B 的提升 

h = £—£ 和以：£—£，使得 hOe 1 ， h ， U f )= e r 于是 Y 。 h 也是 
p .. £— S 的提升，并且 Y 。 h ( e ) = e , 由提升唯一性， h、k = id . 
同理 h ^ h f = id • 于是 / t 是同胚， / tG 逆 (•£，/>)■ I 

然而，在一般的复叠空间中，命题 5. S 的条件并不是总能成立 
的- 

例 1考察§1例4中的复叠空间.记00字形的切点为心 | 

则 fVh ) 是复叠空间中的三个切点图 5-10) .不难证明 
复叠空间的每个自同胚必须保持 G 不动，从而它只有恒同这一个 
复叠变换* 



3,2 正则 ft 叠空间 

定义 S .3 复簦映 射户： E — B 如果对某个是 
々 CSjU )) 的正规 子群， 则称声是 正则复叠映射，称 (£，户）是 B 

上的 正则复叠空间 • 

事实上，当（£，户)是 b 上的正则复叠空间时，礼都 
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是 V )) 的正规子群,这是因为从 e 到/的道略类5导出的 
同构‘和户“5)导出的同枸 ( Aoh 使图表 

冗 〆 m --- ■-"■ 〜（£, 〆 ） 

I I 


P ， /V 

▼ 1 

jt ] (B t />( t ) ) j -^ ( b ， 户（ 〆 ）） 

交换，于是札=(户, 0 )以化)是 7 T ( S ， 〆〆 ）） 的正规子群 + 

因为正规子群只和自己共轭，所以对于正则复叠空间，当 

在同一纤维中时,二//，-即 V 66 B ， Wep 决定。（方而的 

同一正规子群//,，以后悔它记作 //h 

从命题 5 . S 容易推出， ( M ， pmB 上的正则复叠空间的充要 

条 件是： V 〜/ 6 £ ，如果户(幻；户(/)，则存在复叠变换把 6 映 
为人 

例 2 把 P 看作 2 维复空间 C 2 中的单位球面 

{( ㈣ ）1 IUP+ |^ 3 r = 1}- 

作/: V — V 为 /( u 2 ) = ( e T 々， e 亨；），其中户， ？ 为自然数， 
( p ， q 、= lip ， q 互素)■则/是周期同胚，尸= id ，并且当 

时， 广没有 不动点（因为^和^都不是整数，并且不能都为 

0 乂记商空间以//为 i (/>， 9 )， 称为透镛空间 •根 据命题 5 . 1 ，粘合 

映射 tt : S ^ Up 以)是复叠映射，并且/是复叠变换,每个纤维都 

是义在/作用下的轨道(即点集 k ,/( x ) ，… ， P _' U ) > ) ， 于是同 

一纤维中任何两点 e 和 / 都有复叠变换 (/ 的幂)把 e 映为次因此 
T 是正则复叠映射， 

不难看出， 

一般地，命题 S . 1 中所给出的复叠映射: X — X //都是正 
则的*因此，§ 1 中例 1 ，例 2 ,例 5 和例 6 给出的都是正则复叠映 

It * * 


F* 
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p = E l ^ S l ,x 和 § 1 例 3 给出的也都是正则复叠映 

射. 

定理 5. 4若/> : £—召是正则复叠映射，则切 (也 ，户） 

兰 n 八 B ， b 、 /H b . 

证明因为 A 是的正规子群，所以 rOJ 3)/认是 
商群•把代表的中的元素记怍 [ a ]. 由 

于户是正则的，级(五，户）与厂之间可建立——对应关系 f 如 

下 :取定 ？( A )= ft ( de 厂-命题 

5. 5的证明中，我们已建立从 

t p 到 的一 

一对应 7* 作 <3 = 7 6 f : 

逆（五，/ >) —A ( B ， b 、/ H t ， 它 

是 一一 对应-只用再验证没 
是同态 - 

按照定义， VA 6 砂（五， 

户），取£中从 e 到 A ( e ) 的道 
路类《，则 ff ( A ) = [ p ,(«)] 

(图 5- ll 〔 a )). 

设 h ， h f € 强 （ E ， p )- 分 

别取》和 V 是£中从 e 到 

AG ) 和的道路类，则就 

得 <(«) 是从 Y ( e ) 到 V 。 h ( e ) 的道路类. 于是《<(«)从6到 
h ’ 。 A ( e ) (图 5- ll ( b ))， 从而 

0(k r 。 A) == [p,(^Al(a))] =[ 户 , WXa)] = 6ih!) - d(Jih 

这就证明了 0 保持运算，是同态. ■ 

3.3 泛复叠空间 



定义 5.4 如果复叠空间（£，/0的£是单连通的，就 称为泛 
复叠空间 (也 叫万有复叠空间） ，相应的复叠映射称 为泛复叠 映射. 


泛复叠空间是一种特殊的正则复叠空间，因为 we 丑, r 是 
T 凡群.§ 1中的例2和例3都是泛复叠空间，本节中例2给出的 
也是泛复叠 空间+ 

根据定理 5. 4,当 （五， /0是 B 上的泛复叠空间时 ， A ( S ) 三 
您(£，>).这给出了计算基本群的一种途径. 

例如，户 ： i I — e ]2 M 是泛复鲞映射，不难看出，复叠变 

换是平移，移动距离是整数.记？> :史—於为 〆 幻=工+ 1，则 
您 (於, /0是 P 生成的自由循环群.于是 ACS 1 ) 兰 Z . 

n 例3中的厂 e 2 — t 2 也是泛复叠映射, v & e 翅 (於， /0, 

= (x^n^y+m ) ，?!，?《 6 Z - 记 <p ， ip^i ， p) 为史 ( 工， y)= 

Gr + la ),0 Grj ) = U ，： y +； t )， 则纫(£ 2 ，/0是以 p 和 0 为基的自 
由交换群，因此 ACT ) 兰 ZXZ , 

;r : S 3 — Ufi ， 9 )( 见例 2) 也是泛复叠映射，逆 CS 3 ，? r ) 是/生成 
的户阶循环群，因此 ^( L ( p y q ))^ Z p . 

下面的命题说明， B 上的泛复叠空间是 S 上所有其他复叠空 
间的复叠空间.这正是它名称的来源. _ 

命題 5. 9设九：&― B 是泛复叠映射 B 是复叠映 

射，则有复鳌映射？ ： 使得/ 二久+ 

证明 因为外是泛复叠映射. 

在定理 5. 3中，让 X = E 。， 則对于复 

叠映射 h 映射和有提升 ？：&—£， £o ,, q 
即？使右边的映射图表交换.只用再 
验证？是复叠映射. 



，记 A =/>0) •取 U 是6的一个道路连通的开邻域，使 
它关于/>和九都是基本邻域._设 V 是中 e 所在的道路分 
支，则 P \ v ^ y ^7 是同胚,记 { WM 是 AUC /) 的连通分支的集合. 

和因此？ rxy ) 匚 /^( y ) 

KWO [厂 HtO , 并且是道路连通的，于是它在厂 W ) 的某个道 
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路分支中- 这样 》 m = U %,如果？ ( wjcv ， 则因为 

p ,\ w ,^ p \ v ，方 | v ^， 其中 p ,\ W „ p\V 都是同胚，所以 J \ W B : 

V 也是同胚.这样， V 是基本邻域私>£是复叠映射 . I 

习 題 

1. 设/> : £:是泛复叠映射，则方是局部半单连通的，并 
且 s 的道路连通开集[/是基本邻域^^>17半单连通， 

2. 如果 <?— g 『能被户整除，则户， 〆 ）. 

3 . 若户 * 五 — S 是正则复叠映射，是道路连通的基本 

邻域， RS / r 1 Ct 7) 的一个分支.证明/^07)的所有分支的集合 

4 . 设户： £：— S 是泛复叠映射, G 是您 (£ ，户） 的子群.记& 
= E / G ^ ； E ^ E , 为投射 A : 瓦 — iJ 是户导出的映射- 证明？ 与 
Pv 都是复簦映射. 

5 _ 设户： 五 — B 是泛复叠映射.^和。是 S 的两条有相同起、 
终点的道路 *3 和 t 是 a 和 V 的提升，且2(0)=冗（0),证明 2(1) 

=a f (l) < > a~a\ 

W 

S - 设户：是泛复叠映射，斤£,* = />0).记5的以 b 

为起点的道路类的集合为 a , 规定对应 

p I Q b -^ E 

为:6&， 〆 (“〉）；=2(1) ， 这里2是 a 的以 e 为起点的提升 ■ 
证明 P 是一一对应. 


# §4复叠空间存在定理 


在复叠空间的应用中，还必须解决复叠空间的存在与否的问 
题，即要知道满足什么条件的空间有复叠空间.本节就要讨论这个 
问题.我们将给出泛复叠空间存在的一个充分必要条件，并指出它 
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也是别的类型的复叠空间存在的充分条件，对于实际应用中遇到 
的大多数空间，这个条件总是满足的，因此它不会成为应用复叠空 
间的障碍， 

如果空间 ii 上有泛夏叠空间，则 B 是局部半单连通的 （ § 3 
习题 1). 本节的主要定理说明局部半单连通还是存在泛复叠空间 

的充分条件. 

定理 S . 5( 复叠空间存在定理） 如果拓扑空间5道路连通和 
局部道路连通，并且还局部半单连通，则 S 有泛复叠空间. 

证明 下面是一个构造性的证明，分几步进行. 

(一） 构造空间£和映射户： 卜 B 

§ 3的习題6说明，如果: £— B 是泛复叠映射，则对 V 66 
中以6为起点的道路类的集合与£可建立 一一 对应关系-这 
个事实启示我们迈出构造泛复叠空间的第一步 :取点 bAB ， 令 E 
是 B 中以&为起点的道路类的集合.同时規定映射 £—5 为： ^ 

，即令 /> U ) 是道路类 a 的终点.从5是道路连 
通的条件立即推出/>是满映射. 

现在通过规定£的一个拓扑基来给出£的拓扑，设 aeE^U 
是 B 的道路连通开集，使得 ^(1)617. 规定 

- {^(^)卜是 t / 中起点为 41) 的道路 } ， 

并记 

E ， U 是 a ( l ) 的道路连通开邻域 }■ 

容易验证澡是集合£的一个拓 扑基. 规定£：上的拓扑为潑.所得 
拓扑空间仍记 作五， 

(二） f 是连续开映射 

容易看出，对于％中的任一成员 (^17), 户 U ， CO = f / 是 B 的 
开集.由此可推出 > 是开映射. 

要证户连续，只须对于5的每个道路连通开集 t /, 验证 

是开集(因为由5局部道路连通推出，所有道路连通开集^ 
构成5的拓扑基)，为此要说明 Vae 厂 Ht /) 都是户 - UC /) 的内点. 
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由 a^p Kf /) 得到。(1)=户（<0€«7，从而（〜《7)€激，并且 
p ( a ， U )= U - 于是 < O ， L 0 匚厂 niO , 因此 a 是 p — W ) 的内点 • 

在进行下一步论证之前，先证明一个引理. 

引理 （1) 如果 (a,i7)e 颂 je(a ， i7)j!l(a ， C/) = g? ， i7). 

(2) 如果 ( a,CO £潘，并且 C 7 半单连通，则 ( a ， LO — C 7 是 
同胚映射， 

证明 a) 设 卜 ^uA 心是 i7 中的道路，则 ^(D=w(.i)e 

t /， 从而 ( j 3， f /) 有意义.并且 v/e 可写成 7^0(- w f >. 于是 r 

= a (7 im /〉 eia ， U ), 这样（/?， C /) C ( a ，[；)• 又因为 a = 

0?, L 0 ，同样可证得 ( a ")(=( 〆 ，[/), 于是 U ， C 7) = i ^ U ). 

(2) p ^ ( hLO — i 7 是连续的，并且因为(>，《7)是£的开集， 
P = 是开映射，所以 A I ( Af / X 也是开映射+为证明它是 
同胚映射，只用验证 P 是一一对应.设 Ae («， tz ) 且 p ( A ^ = 
户（沒2) =6 ,设 > ， jS 2 = a < W S > ，则 K ；；!， W 2 都是 f / 中从 a ( l ) 到 

h 的道路.由于半单连通，〈則 > =(斯>，从而这证明了 
P =(〜 LO — C / 是单一的.上面早已指出它是满的，从而确为一 一 
对应.引理证毕. 

现在继续证明定理 S . S . 

(三）求 S 的基本邻域- 

取 r / 是6的半单连通的开邻域，则 

U ( a ， f /) 匚厂 w ). 

下面证明反向的包含关系 . VjSe ^ rKLOU 夕 ( ALO = r /， 因此存 
在 ae p ~ l ( h ) f ] ( jff，La 由引理的 （1)， (声， t /) = ( a ， i 7). 从而 e 
(«，LOC y 我们已得到厂 ut /) 的分解式 

卢 ― 1 ⑴ 

p -^ U ) = U (仪，* 7 )， 

对于 f %)中不同的元素 aV ，（ a ， C 7) 与( V ，⑺不相交.（否贝 [ f ， 设 
芦€0^«7)(1(</，<7)，则(“，(7)=(月，；7) = ^^7)，于是>: U，LO 
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— r / 把 a , y 都映到与引理的 （2) 矛盾. ） 因此每个开集(〜 t /) 确 
是的道路 分支. 引理的 (2) 已说明> : dto — t ； 是同胚, 
VK 厂 1 ⑹. 这样 (7 符合基本邻域的条件. 

(四） 为说明是复叠映射，只须再验证是道路连 
通的.记％ 是& 处的点道路所在的道路类.我们来证明， Vaef ：， 
存在五中道路连结叫和 a ■设.我们用 〆 ( r ，^/) 表示 B 

中如下规定的 道路： 

al(t) = a(r{\ — r) + sf ) ， V t 6 

作映射 2 : /—JE 为 a ( t ) = ia ^). 于是 2(0) = a 0 ,2( l ) = < a )= a , 

验证 S 的连续性，为此要对 v ( Ac /) e 您，证明是 / 
的 开集. Vsear 1 (… t ;)， 由于 s ( s ) = < 心则 a ⑴ = 

由4的连续性，可取3>0,使得当|^|<3时，道路 

< 在 (7 中.于是<4>= ( ai > U:>e (/?， U ) ，从而 20) e (#， U ) ,re 

5 ] (；9， t 7). 这样 d 是 S - VAt /) 的内点•由 s 的任意性，得出 

arKAU ) 确是开集,这样，2确是连结 叫和 《的道路. 

(五） 最后来证明五单 连通. 由于已证明/ : E—B 是复叠映 
射.只用验 证:当 S 中6。处的闭路 a 在％ 处的提升若是闭路，则 
(心 =%• 事实上，按(四）的方式构造的5就是 a 的提升(它是唯一 

的1 >* 2是闭路，就是 < a > = S (1 )= S (0) 晒 

对于一般复叠空间的存在性， S 的局部半单连通也是充分条 
件. 一 般的复叠空间存在定理叙述如下： 

定理5+ 5 a 如果 S 道路连通、局部道路连通和局部半单连 
通，则对和々(£，&)的任一子群 G , 存在复叠映射户； E—B 
以及户1«的一点6使得 H f = G . 

读者可以仿照定理5, 5的证明方法，写出这个一般定理的证 
明，这里省略了.它也可作为定理 5. 5的推论，不过要用到下面的 
命题. 

命題 S , 10若 iJ 有泛复叠空间，则对 V 66 S 和 a ( S ，6) 的任 
一子群 G ， 存在复叠映射户： E — B 以及 f - 1 ^) 的一点 e ， 使得//, 
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=G 


证 明论证的一部分已在 §3 的习题中出现. 

设户： E ^ B 是泛复叠映射.取定？■记心颂(£，？) 
— 是定理5, 4证明中规定的同构 ,2 = P ( G ), 记 E = E / 

G，pt E — B 是？诱导的映射，则 f 是复叠映射 C 见§ 3习题 3), 设 

e 是 Z 所在的 5 等价类，则 pie }= J { e )^ h . 剩下只须证明 K 

了. 

道路，且声 6 ，则 5(1) =云(？）.记久： S— E 为投射，则户1 ° 2 

是 a (关于在 e 处的提升+于是 

( a > e 是 e 处的闭路 ^=^pQCOe 

< >g 6 5 < > <a> ^ G. I 
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第六章单纯同调群(上) 


同调理论是代数拓扑学的最基本的组成部分_在同调论中，拓 
扑空间对应着一系列交换群，称为它的同调群;连续映射对应着空 
间的同调群之间的同态，它们有拓扑不变性和同伦不变性，从而深 
刻地反映了空间的拓扑特征.并且因为我们同时建立各种维数的 
同调群，所 y 它们不仅能像基本群那样解决低维几何问题，也能解 
决高维问题. 

有多种同调论系统，单纯同调论是其中最简单、出现最早的一 
种.它只适用于一类特殊的空间，这种空间是欧氏空间中具有组合 
结构的紧致子集，能用一些最简单的几何体(所谓单纯形”)有规则 
地拼接成.单纯同调论正是利用这种组合结构 T 用组合方法构造同 
调群的，因此也称作组合拓扑学. 

单纯同调论几何直观强，易于计算 • 尽管它对空间的要求似乎 
过于苛刻，但许多常用空间都符合其要求，再加上同伦不变性，它 
仍不失去广泛的应用.它还是学习其他同调论的基础. 

单纯同调论内容十分丰富，理论的建立也比基本群困难得多. 
本书只能介绍它的最基础的部分.本章讲单纯同调群的定义及有 
关的基本概念;第七章讲连续映射导出的同调群的同态，第八章介 
绍单纯同调群的一些应用， 

我们涉及的群都是交换群(或称 Abel 群），按照代数学的习 
惯 ，以 后群的运算称作加法，单位元记作 ( h 平凡群称为零群，也 
作0;平凡同态称为零同态 ; 两个群的直积称作直和，并用 ㊉ 作运 
算符号，例如 Z ® Z 就是 ZXZ . 本书将用到的有关交换群的一些 
知识(主要是有限生成交换群的直和分解定理)放在附彔 A 中. 
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§1 单纯复合形 


本节介绍单纯同调论所适用的空间 • 关于欧氏空间，我们作如 
下约 定：当 时， F 1 将自然看作的子空间，它由中后面 

I 

m — n 个坐标力0的那些点所构成.因此低维欧氏空冋中的图形也 
自然是高维欧氏空间中的图形.一般地我们将不指出欧氏空间的 
维数，读者可认为一切讨论都是在足够高维的欧氏空间中进行的. 

L 1 单纯形 、 

单纯同调论所适用的空间是用各种维数的单纯形所构造的. 
低维的单纯形是我们十分熟悉的几何图形单纯形是点，1维 
单纯形是直线段，2维单纯形是三角形，3维单纯形是四面体.髙维 
单纯形则是它们的高维类似物，为了给出它的明确定义，先来分析 
低维单形的几何特征. 

首先,低维单纯形都是各自顶点集的凸包，即包含它的各顶点 
的最小凸集，从面它们由顶点完全确定 .其次 ，这些低维单纯形的 
顶点是要满足一定的几何条件的，如三角形的三个顶点不共线，四 
面体的顶点不共 面等. 这些条件推广为下面的概念:欧氏空间中的 
有限点集…，称为 处于一 般位置(或称 几何无关）， 
如果对于它们，满足下列两个 条件： 

II 

<1) = o; 

* = 0 

(2) 2 — o 

r=0 

的实数组，… ，々一 定都为 0. 

显然当 d 只有一点时，它是处于一般位置的，两个不同点也 
处于一般位置,从解析几何知道，当^ = 2或3时，4处于一般位置 
相当于它不共线或不共面.下面的命题给出点组处于一般位置与 
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向量组线性无关这两个概念的联系. 

命 S 1 设则 A = { ao ，…，处于一般位置向 

量组 {〜 一 a。， …，- 线性无关， 


7t 

证明设实 数组承 ，…， 4使得2人(化 —— a 。） = 0- 

>=1 


n tJ 

记々=一 ，则 = o ，并且 

F=1 i-0 




由4处于一般位置得到 A L = A 2 〜“ =瓜=0,因此{〜一如…，〜一 

线性无关. 


设实数 组七， Ao … A 符合（1>和（2)，从 （1) 得出 A, 


fl It 

=—，代入 （2) 得到—〜）= 0，由于(〜一〜，…， a „ 

> =1 _J = 1 

一 如}线性无关，得到 a 产… =戈=0,再从 a ) 得出入=0,这说明 a 

处于一般位置 .I 

如果 a , 用任何 别的+ 代替，命题仍然成立- 

定义 6* 1欧氏空间中处于一般位置的 « + 1 个点{心，…， 

U >0) 的凸包称为一个《维单纯形，简称 it 维单形，记作(〜，〜， 
…， aj ■称 a , 为它的頂点 …， 〜 

本书中为了简便，常用小写英文字母或希腊字母来命名一个 
单形，弁在下面加一横线，如单形。单形 g 等. 0雏单形只有一个 
点，即它唯一的顶点 a ， 通常就记作^ 

不难验证，对于欧氏空间的任一于集 A . A 的凸包为 

^^“|戈>0，只有有限个不为0，并且^；1 = 1卜 

4^ A 

因此作为点集， 

n n 

(〜，〜，…， aj = { 2 ^ A > 0, = l } ， 

F— C 1 = 0 

也就是说，，…，〜），存在非负实数组 u ， 々，… ， u ， 使 


171 


71 Ft 

得 i = 2A,a ( ，井且 2^ = 1* 这样的实数组是被 r 唯一决定 

i ^ [) I = 0 


的，因为如果 {K, …乂}也适合要求，则有 



ft n n ： 

( 2 ) > j (A^ ~ Ai j ™ > j A a e - = z i = 0 ， 

卜 0 (= 5 ('= o 

从而由 Uo— ，… 处于一般位置推出 Xi^K =0( /二0，1 ，…， ；0 


称 U。， 土 ，…为 1 哭于顶点集 {〜，ai ， 的重心坐标 + 

把向量组{^ —，n。} 所张的《维子空间记作 L， 将 L 
作平移向量为 A 的平移，得到超平面 i+A®. 不难得出 


fl 


L 



a 


o 




0 




l }， 


0 


于是 L + a 0 


L+a,(i = 0，l 


，72). 称它为 {^01^1 


a 


71 


}所张的超 


平面 •由 U，％ , …， a n ) 处于一般位置，推出 ：人+山 上的每一点 工 

决定一数组 (Ac, 々，…， /U， 使得 x 



n 


n 


2 ， S ^ 


i_， 称它为二关 


f =0 


0 


于 （a。 ，， 




} 的重心坐标.于 


是 t ，<3、，’“，0，）上具有 
非负重心坐标的点所构成的子集 • 


设欧氏空间的点4 = (0, 


蜃 ■ ■ 


0, 


第，个 



，0，…），则 {〜& ，… } 处 


于一般位置，称(〜〜… 1+1) 为 
n 维自然单形，简单记作4"_图 5-1 
中画出了 4°和4 2 .自然单彤上点的重心坐标就是它原来的直 


① 欧氏空间中一个*维线性子空间 l 经过平移得到的像称为一个 t*a 平面、 
如果平移向量为 I 则记此起平面为 L + a . 
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角坐标. 

单形的顶点在几何上区别于单形上 
的其他点.对于单形£上的非顶点^■，有1 
上的线段以 I 为中点（图6-2)，对于顶点 
这种线段不存在（习题 4), 因此单形的顶 
点被单形所决定，从而单形上点的重心坐 
标也是确定的(在不计次序的意义下). 

重心坐标全为正数的点称为单形的 
内点 ，其余的点，即至少有一个重心坐标 

为0的点称为单形的 边缘点 ;单形$的全部内点的集合记作丄，称 
为 i 的内部，全部边缘点的集合记作#，称为 f 的 边缘. 

维数相同的单形互相同胚，《维单形同胚于 P ， 其边缘同胚 
于 V — 1 .这些都留作习题. 

如果单形£的顶点都是单形^的顶点，则说（是 f 的面 ，记作 f 
例如总有的每个顶点都是£的面.当，并且 t 的维 
数小于 S 的维数时，就说 t 是 A 的真面. 

例如单形(0。，^2)，则它的真面有； 0维面^，七和; 
1 维面 ( fl 。，£ ii ) ， （ a 。， ag ) ， （ a ] tiia ). 

当 &<：£ 时，作为点集，有包含关系 ? e £ . 如果£是£的真面，则 

[匚反之£的每个边缘点必在£的某个真面上，例如若 : re (如， 
a - i ，…，，它的重心坐标 厶 = 0,则它在真面 U 。， …，〜-。上.于 

是，单形的边缘就是它的所有真面的并集. 

12 单纯复合形 

单形就像建筑中的预制件，可用来拼接成复杂一些的空间，但 
拼接是要有规则的，丰要的规则就是规则相处. 

两个单形称为规则相处的，如果它们不相交，或者相交部分是 
它们的公共面，图 6-3 的 U )，（ b )，( c ) 是一个2维单形与一个1维 
单形规则相处的情形，而 ( d ) ， （ e ) ， ( f ) 都不是规则相处的. 
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(cl ) 


(b) 


tc) 



(d) U) (f) 


图 6,3 

如果 ^ 4 都是单形 i 的面，则 & n ? 2 就是它们的公共顶点所 
张的单形，是 t 心的公共面(或是空集），因此& 与七 规则相处， 

定义 6. 2 设 K 是以单形为元素的有限集合，如果 K 满足 
O ) k 中任何两个单形规则相处； _ ' 


( 2 ) 如果士尺则托 K ， 

就称 K 是一个单纯复含形(本书中简称为复形），称 K 中单形维 
数的最太值为 K 的维数，记作 dimK - 

复形 K 中的0维单形称为尺的顶点. 

例如，设£是《维单形，记01 £ 为^的所有面的集合，则01 £ 显 
然是一个单纯复合形，维数 为〜称 为 £ 的闭 包复形 ;当„> 0 时，记 
Bd £ 是£的所有真面的集合，则它是一个 n — I 维复形，称为丨的边 
缘复形 ，它只比 Clf 少2这一个单形. 

复形 K 的一个子集 L 如果也是复形 ，就称 L 是 K 的 一个子 
复形. 例如 Bd £ 是 Ck 的子 复形.复形 K 的任 一子集 L 显然都满 

足定义 6. 2中时条件（1)，因此它是不是 K 的子复形只须检验条 
件 （2) + 


复形足中所有维数不超过自然数 r 的单形构成尺的一个子 
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复形，称为 厂的 r 维骨架 ，记作例如 Bd S 是 Ck 的 ^-1 维骨 
架(„是单形 f 的维数).尺的0维骨架 P 就是它的顶点集. 

复形 K 如果不能分解为两个非空不相交子复形的并，就说 K 
是连 通的， 否则称厂不连通 . 尺的一个连通子复形 L 称力尺的一 
个连 通分支 ，如果 K \ L 也是子复形.不难 证明& 的连通分支就是 
它的极大连通子复形.显然每个复形总可分解为有限个连通分支 


的并集. 

应该注意，复形不是拓扑空间，而是一个有组合结构的集合. 
因此，这里所说的连通和连通分支与拓扑空间的连通和连通分支 
是不同的概念. 

复形足如果有一个顶点 a ， 使得尺 中的单形或者本身以 




个顶点，或者是尺中某个以 


a 


为一个顶点的单形的面，则称 K 



个 单纯锥 ，称^为它的锥顶•图 6-4 中的两个复形都是单纯 



图 6-4 

锥，左边的复形(它由3个2维单形及它们的面构成）的锥顶是^ ; 
右面的复形(它由2个3维单形及它们的面构成)的顶点^，化， a 3 
都可作为锥顶.任一单形的闭包复形是单纯锥，每个顶点都是锥 

顶圓 


1.3 多面体与可剖分空间 


单纯复合形不是拓扑空间，但单形是欧氏空间的子集.设 K 
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是一个复形，记 


I 尺卜 U& 

i^K 

定义 6. 3设 X 是欧氏空间的一个子集，如果存在单纯复合 
形 K ， 使得 1 K | ，就称 X 是一个 多面体 ，称 K 是 X 的一个单 
纯釗分(也称三角剖分），称 X 是尤 的多面体. 

例如 | Cb | =^| Bd £ | =年，因此每个单形和它的边缘都是多 

面体.不难看出，平面上的多边形和£ 3 中的“多面体”(按立体几何 
的意义)都是现在意义的多面体.因此定义拓广了立体儿何中多面 
体概念的含义 - 

一个多面体可以有许多不同的单纯剖分，如设3是一线段，则 

尺 1 ={(^，6)，^"是3的一个单纯剖分，任取一个内点^：，则 K 产 

{ 也是 d 的一个单纯剖分. 

命翮 6.2 设 K 是复形， | K |= X ，则对 X 的任意点: t ， 存在 

K 中唯一单形卜使得:^丄.称它为1的承载单形，记作 C ^ t k x . 

证明由于必定包含在尺的某些单形 

■ 

中，记£是其中维数最低的，则: re 丄(否则七，从而工属于？ 
的某个真面 O 它的维数小于0 + 

如果 xe ^ eic ， 并且则由于！与？规则相处（它 
含 L 因此非空)是£ 与 〆 的公共面，它的维数不低于&因此 aIV 
= £，£<£'不是/的内点.这样， X 中只有£以工为内点. | 

多面体并不是拓扑概念，它是分片“平直”的，因此，尽管《维 
单形£的边缘3邊多面体，与它同胚的 «-1 维单位球面并不是多 
面体.与多面 体相关 的拓扑概念是可剖分空间. 

定义 6 . 4 与某个多面体同胚的拓扑空间称为可釗分空间. 
如果 K 是复形， p : 是同胚映射，则把 K 和 y —起称作可 

剖分空间 X 的一个单纯剖分(或称三角剖分），记作 ( K ， 妁.（常常 
简单地称尺为 X 的剖分 .> 
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于是，对 任何〜 V 是可剖分空间.平环是可剖分的，图 6-5 的 




a) 



图 6-5 

( a ) 和 ( b ) 中的复彤的多面体都是平环•把它们在 (〜,&) 处剪开， 
就能把它们展开成 ( c ) 的形式，注意它的两侧是同一个1维单形 

(a L ，aJ 

Mobius 带也是可剖分的，图 6-6 ( a ) 是它的一个剖分， （ b ) 是 
此剖分的展开图， 
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第三章证明闭曲面分类定理时，我们已用到闭曲面是可剖分 

空间的结果，它是 1925 年被 T.Rado 所证明的. K 面给出几个常 

见闭曲面的典型剖分. 

图 6-7 是环面 P 的一个剖分和它的展开图.它由9个四边形 



图 6-7 

粘接成，每个四边形分割成两个2维单形，因此共有18个2维单 
形，27个1维单形，9个顶点. 

图 S -8 U ) 和 ( b ) 分别是 Klein 瓶和射影 平面户 的剖分的展开 



图 s-a 

图 * 相应的复形不能在 P 中实现，因此画不出来.怎么说明这两个 
展开图确实表示复形？回答此问题只须在欧氏空间中构造出复形， 
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它具有展开图中所示的结构 .以产 为例，设尺是 cl # 的子复形, 
它由所有顶点，所有1维单形和以下10个2维单形所构成 

^ 1 ，。）， C ^ l ，^2’亡3) . T ， （P (卜’ 

q ，6) ， （h ，6， G ) ， e 2 ，e 山 ，々)* 贝 1 J 尺具有图 6、8( b ) 中展 

开图所示的结构，从而|尺|是 P 2 . 

习 题 

1. 设是欧氏空间中处丁-一般位置的点组，6是 
欧氏空间的一点，则 A ，…，^}处于一般位置不在 
{^，七，…，〜}所张成的超平面上. 

2* 设 f ( a fl ，(^,… n 维单形 > 是欧氏空间中一点 ，使 
得对£的任何两个不同点 J ：，*^ ，线段 k 和 W 只交一点则彳 6， tl 。， 

，… ，义 }处于一般位置. 

3. 设6是单形 £ 的内点，证 明对# 上的两个不同点 x，Hb 

r \7 b ^{ b ). 

4. 设: r ，/ 是单形 5 的两个不同点， r 是线段7的中点.证明 
r 不是^的顶点- 

5. 证明若^是《维单形，则和兰 V ^ , s ^ D \ 

6. 设 K 是单形的有限集合.证明 K 是复形的充分必要条件 
是： 

(1) 若 i 6 尺，则£的面也在尺中； 

<2)尺中任何两个单形的内部不相交. 

7. 如果& ，&都 是复形 K 的子复形，则11)&和 
也都是 K 的子复形. 

8. 设 i 是复形^是欧氏空间中一点，满足:对 | i | 上任何两 

个不同点 工 fa }. 记是 a 与£的顶点一起 

张成的单形(参见习题 2). 规定 

K = {^|5 e L) \J {a} u u 

■ — 

证明尺是复形，并且是以 a 为锥顶的单纯锥+ 
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9. 设 K 是复形，证明 K 列条件互相等价： 

( l)iC 连通； （2) | K | 连通； （3 )iT 连通. 


1 [) 


设 K 是连通复形，证明 



1 


(|K|)^^(|K 2 |)- 


11. 证明复形的连通分支是极大连通子复形. 

12. 设 L 是复形 K 的连通子复形，则 i 是尺 的极大连通子 


复形< 


> K \ L 中任一单形的顶点都不在 K 



13,设 K 是复形，则 | K | -U 

. s€ K 


§2单纯复合形的同调群 


本节从单纯复合形的组合结构出发，构造它的同调群.复形的 
组合结构包括两个 要素： 它所包含的各维单形的个数和这些单形 
的连接关系.链群和边缘同态分别反映了这两个要素，它们是建立 
同调群的关键概念,单形的定向概念有助午更好地刻画单形间的 
连接关系，它是建立边缘同态的基础. 

2.1 单形的定向 

■ 

单形的定向是从向量空间的定向概念引伸来的+向量空间的 
定向是用基向量组确定的维向量空间的有序的《个线性无关 
向量称为一个基向量组，它确定一个定向.两个基向量组的过渡矩 

阵的行列式如杲是正数，则它们确定同一定向，是负数则确定相反 

的定向，因此 n >0 时，《维向量空间有两个定向. 

■ 

设 i 是一个《维单形，/1>0.记/,是与 I 所在的超平面平行的 
n 维向量空间.如果取定£顶点的一个排列，…％，则由/ 

^1 — ^(3 »^2 0(} ^0 

确定 L 的一个基向量组，从而得到 L 的一个定向.这个定向依赖 
于 A 顶点的排列.不难看出，当原排列作一次对换时，则新排列得 
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到的定向与原定向相反.干是，当两个排列相差偶置換时，它们确 
定的同 -1 定向*相差奇置换时确定相反的定向.把5顷点的全部 
排列(共 U + 1)! 个)分为两大类:相差偶置换的排列属同一类，相 
差奇 E 换的排列属不同类.于是，每一类确定 i 的一个定向。基于 
以上几何背景，我们直接称这两个排列类为《维单形 i 的两个定 
向. 称取定了定向的单形为定 向单形 ，于是5顶点的任一排列 
A ，…，〜确定 i 的-个定向，把相应的定向单形记作 






图 6-9 

图&9表出1维和2维定向单形的情形.左图是1维单形 U 。， 
A ) ，它的两个定向单形为〜+和分別是两条有向线段.右图 
是2维单形，它的两个定向单形分别是2 =:: 

和 a 0 a z aj ，两个定向分别是所在平面的逆 

时针转向和顺时针转向- 

以上讨论对0维单形不适合，因为0维单形只有一个顶点，也 
就只有一个排列.为了叙述上的统一，也把0维单形称为0维定向 
单形 * 

本书中常用小写英文字母或希腊字母(下面不加横线)命名定 
向单形，如定向单形^定向单形〃等 .对定 向单形也讨论面的关 
系，也用记号“<”■事实上对定向单形，面的关系内涵更丰富了，以 
后将详细论述. 
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M 链群 


设尺是一个复形设 K 有％个 9维单形，并记 
T g iK ) MK 的所有 g 维定向单形的 集合. 于是，当 V>0 时， 

#T q {K) - 2 %， 

这里#号表示集合含元素的个数或势. 

定义 6. S 定义在 7\(iO 上的一个整值函数，如果在相反定 

向单形上取值为相反数，则称为尺上的一个？维链.尺的所有V 

维链的集合在函数加法运算下构成的交换群称为 K 的兮 维链群， 
记作 C/JO. 

设 s 为 K 的一个 g 维定向单形，则 s 决定尺上的一个9维链 
如下 :它在 s 上取值为1，在 s 的相反定向单形上取值为一 1，其他 
定向单形上取值 0. 这个链仍记作^于是若/是 s 的相反定向单 
形，则看作链，〆=一&以后我们经常把定向单形 r 的相反定向单 
形记怍一 ^ 

y = 0 时， K 的每个顶点决定一个定向单形，因此按定义， 
C〆 尺)是由 K 的顶点（看怍0维链)集合生成的自由交换群，秩为 

在 y>0 时，对尺 的每个 Q 维单形取定一个定向，得七个 g 维 
定向单形,记作〜5 从定义容易看出，两个 g 维链 C 和/ 

相同=〆 U)，z = l f …， tv 并且如果记 n t = c ( Si)fM C 

2^ (这里&看作链）.于是， w'ec,(jo 有唯一的方式写成链 

t \ 

〜 ，… ，、的线性组合，也就是说&，巧， -“ ，、自由生成 C V <X) ， 
c ff oo 是秩^为％的自由交换群.习惯上，常把链看作定向单形的线 

〆 

47 

性组合，当时 ， 把 t 称为链 c 的系数， 

为了叙述上的方便，我们扩大链群的定义范围，规定当?<0 
或 g >dimK 时， = 
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2-3 边缘同态 


复形中单形的连接关系就是“面”的关系，而相邻维数的单形 
间的“面”关系又是关键.有了单形定向的概念，就能更好地来刻画 
这种关系. 

设 s 是 g 维定向单形， t 是 g-l 维定向单形，并旦是 y 的面.设 

多的那个顶点.取 i 的顶点的一个代表其定向的排列 
贝 ij 定向单 形叫 ^“^,与该排列的选择无关，记⑽ 

心，就称 


a 是 s 





A — 1， 




a ,-,. 如果 s = W ，就称£是 s 的騵向面，如果 



是^的逆向面- 

例如，^是〜〜的顺向面，面 a 。 是％^的逆 向面; 对于2维 
定向单形 来说^^2 和是匕的顺向面 ， Aai ^ ^1^3|> 

和是逆向面， 

对于任给(幻， 规定； 与 t 的关 联系数 

M 为 


0， t 不是的面； 

[以〕 ： =4 1， ，是 J 的晒向面； 

1—1， f 是 J 的逆向面* 

显然 ，[一 J V ] 二一 = —/]- 

例如设 J = atjar“A，Z = w ■ 么 … 表示去掉 d.) t 则 s = 
(―1 Va,Y ， 因此 [J V]= (― iy[a 々 f]= (― 1 )、（一 1 Va …是 

s 的顺向面. 

关联系数是建立边缘同态的基础，下面的引理是建立边缘同 
态以及别的许多链群间的同态的工具，它完全是代数的，证明留作 
习题. 

引理设 G +是 交換群，奸： T 八 KX 是一个对应，使得 
许（一—科(尺），则 ft 能唯一地扩张为同态 

C,(K)—G. | 


设 0<?< dimX ■规定如： 
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d,s(t) = [W]，V t e UK). 

干是 \〆一£) = [s; — i]= —[5以]= 一 3p(£) T 按定义， v 是 K 上 

的 q - l 维链，即 a/e<v、(X)， 称为 S 的边 缘链. ^ 

不难看出，3/就是 s 的顺向面(作为链) 之和： 

b 

— S £ ， 

如果 J = ■…化，则 

H 

a〆 = XI ( — 

r =0 

图 6-10 是1维单形和2维单 形的进 缘链. ^ ia 0 ai ^ a ：— a 0 ^^ 



图 &-10 

1维定向单形的边缘链是它的终点减起点； 一 ¥3 + 

a 此此+«咖，这3个1维定向单形（看怍有向线段）可 

连接成一条有向闭折线，其方向就是2维定向单形的转向. 

现在已规定 r 对应\ : T / K )— C V _“ K )， 并且它满足引理的 
条件 ^即 3 J — s )= — W 因为3/ — 5) ( i ) = [ — = — [ Mf ] = 
一 3 y ( o , Vter .-^ K )). 于是它可以唯一地扩张为 c ,( k ) 到 

0^(尺）的同态，仍记作\,称为0；(尺)到<：'^(尺)的边缘同态* 

■ 

取定尺的％个定向单形 h ，…，\*它们构成 i c v ( jo 的基.设 

a 

链（= 2 ，则因为\是同态，所以有 

I = -S 

a 

■? 

3 /r = 

I _ 
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当 g <0 或时，规定是零同态 * 

定理 6. 1 VgeZ ， 3n 。 3,=0* 

证明只须对 K ^ dim ^ 的情形证明，并且只用验证 

7^(/0 ， 3 d 。 

记 F 離!，则 

3 g -i D ^ q s= 3 ? _i( 2( — l)_a …… <5■… ■ 

i=Q 

= (— I )* UdA .■•&，.、) 

1 

q t — 1 

= 2 (— iy { 2( — i ) 乂…心…心，、 

]=j ；=i 

+ 2 〔一 i ) 广 1 〜…禹…之… 

尸 i +丄 

= D (— 1) … a 0 … 七 ” .a …〜 

— 2(— iy^ } a^-*di***aj-^a q 

o <<<^ 

= 0* I 

图 S - ll 的复形尺中，设 2 维链 

c = a ^ a A + axa ^ a ^ + a a 2 a ^ a ^ a A 是 

^ a x a A 的顺向面，是 a x a ^ a A 的逆向 

面，因此它在3/中不出现（即 
a £ ctaifl 4 ) ~0).同理3/中也没有 

江 ia> 可算得 3^7=aoai+aia2+a 3 £4 + 

+ 直观上看是围这3个三 

角形的有向闭折线，方向由三角形的 
转向决定， 

2 4 同调群 

设 A 为复形.我们已对每个整数 g 建立了？维链群 C〆 尺）， 
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并定义了边缘同态 \ : C ,( K )^ C V - AK \ 所有这些链群和边缘同 
态合在一起，称为 K 的链复形，记作 C ( K ) ，即 

COO ：={ C ? CK ) f 3,| 9 eZ }. 

C ( ZO 也可看怍交换群与同态的一个序列 

…0 C n ( K ) -— ^ C t { K } — C ^- i (/ C ) -— 

-^ C 1 (, K ：)^ C ,( K )-^0- C « = dimK ) , 

从链复形 CCK ) 出发建立同调群，只是代数问题了- 

定义 6. 6称边缘同态3, : C ,0 O — Q -/ K ) 的核为 K 的 g 

维闭链群，记作 AOO , 它的元素称为的维 闭链; 称边缘同态 
3什 1 1 C T +i ac )— c T ( io 的像为尺的 9 维边缘链群，记作 B q ao ， 

其元素称为 K 的9维边缘链. 

Z ,( JO 与尽 ( ZO 都是 Q ( iO 的子群，因此都是自由交换群. 
v \ e & ao , 存在〜 +1 6(^ +1 (尺），使得&=3,_ 1 〜 +1 ，于是 

3 A = d g ( d 州 C …)=(3分。 3 fl+1 )^ +1 = 0 

(根据定理6_ 1，3, Vi 是零同态) • 因此尽 ( 幻是 Z q { K ) 的子群. 

定义6,7设尺是单纯复合形，称商群 Z ,( K )/ 尽(尺）为 K 
的？维同调群，记作 H q ( K ). 

如果尺中两个 g 维链 r 与/之差是边缘链，即 c 一 
氏(尺），则说 c 与^是同调的，记作同调关系是 C , CK ：) 中的 

一 个等价关系， QOO 在此关系下分成的等价类（也就是商群 
CJ /0/ S / K ) 的元素)称为同调类.链 c 所在的同调类记作与 

闭链同调的链也是闭链，私( X )中的元素也就是闭链的同惆类. 

同调群是有着深刻的几何内涵的，只是建立同调群的曲折复 
杂的过程和抽象的代数化的形式掩盖了它的几何背景 • 下面我们 
来剖析1维同调群的几何意义. 

复形 K 的一个1维链 c 如果能写成下面的 形式： 

€ — - a i a 2 + *** + ^r-\ a T + ^^r-hl * 

其中 A ^各不相同 t 且和 不同，就称 C 是一条1维简 
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单链 ，称 ^，〜^分 别是它的起点和终点 f 如果，就称为1 
维简单闭链 (图 6-12), 显然，1维简单 闭链确是闭链 ，井且任何1 
维闭链可分解为若干1维简单闭链之和（习题 2). 



1维简单 M 



1维简单 l _ fi 链 


图 ^\2 

―个1维复形 i 称为树，如果 i 连通，并且去掉它的任何一 
个1维单形就要破坏连通性. 

如果 i 是树，是 L 的不同顶点 ，则 K 中有唯一 1维简单 
链分别以 a ，6 为起、终点（习题 7). L 不存在1维简单闭链，从而 

Z ] a ) = o . 


设尺是连通复形 •尺 的子复形 i 如果是树，并且则称 
i 是尺的一个极大树+ 


图 6-13 中 ，用黑线勾划 
的部分就是复形 K 的一 
个极大树， 

如果 是 K\L 
中的1维定向单形，则 L 
中有 从匕到 6的1维简 
单链，它加上 s 就得到 K 

的一个1维简单闭链. 
% tK \ L 中每个1维单形 
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取好定向，得到 1 维定向单形集合 U ，^， ，由 A 按上述方法 
决定的1维简单闭链记作 I . 

命思 6- 3 { aa ， …，之 《} 是(幻的基. 

tH 

证明 VzfZAK )， 记则 z 在每个心上 

^=1 

m tft 

取值力0,于是 z rtiZ t 6 ZiiL ) ，从时 z ^ riiZ , = 0，即 

i= 1 ■■= 1 

m 

^ = y ] n t Zi ， 

1 = 1 

这说明 {=i ，…，2«}生成2\(尺)* 

不难看出， = I ，于是 （1 ( J 』） ，因 

10, [=l 

m 

此当 S ^ iZi = 0 时，先 = 0(/ = 1，2,…， m ). 于是 Ui ， …是 

c =) 

ZKK ) 的基. ■ 

如果 A ： 是 1 维连通复形，那么况(幻 ( K) ，它的秩 m 就 
是 |尤1 上的“洞”的个数，因为 K \ L 中每个1维单形连结树 L 的两 
顶点，造成一个洞.对于一般连通复形尺，则辨是 1K 1 丨的洞数，也 
就是说，；(/：)的秩就是1尤^上洞的数目*例如图 6-13 中的复形 
K 的石 （K ) 秩为6, | K 1 1 的洞数就是 6. K 的2维单形把其中3个 
洞封闭了，即1 幻 只有3个洞，这情形正好白将 A OO 对氓 OO 作 
商群所 反陕； mA 以及 A — Q 都是边缘链，因此 ///K) 的秩为 3. 
一 般来说，任何复形 K 的1维同调群的秩就是 |K| 上的洞数，但 
情况可能会很 复杂. 洞的含义也须推广- 

笼统地讲，髙维同调群反陕了“髙维洞”的情况. 

习 S 

L 设 G 是交换群，对应科 * G 满足科（一 

—饵 W ， V 汝乃 OO . 证明 9 b 可唯一地扩张力 c ^ Kmc 的同态. 
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2. 证明复形的每条 1 维闭链都是若干简单闭链的和. 

3. 设尺是《维复形，并且它的《维单形数不超过 n 十1，证明 
ZD = 0 ， 


4. 设尺是 中的2维复形，证明 Z 2 U ) = 0- 

5. 设 K 是树，证明 K 的顶点数比1维单形数大 1- 


6 . 设 K 是连通复形，是尺的 g 维单形个数，证明 


Z ] 00的秩等于％—叫 

7,设 K 是连逋复形^和6是 K 的两个顶点.证明 K 有1维 
简单链分别以 u 和6为起、终点. 


§3同调群的性质和意义 

本节从同调群的定义出发，讨论它的一些简单性质 t 并讨论0 
维同调群的几何意义 ，1 维同调群与基本群的关系;我们还将建立 

著名的 Euler - Poincarfe 公式 * 

3.1 同调群的简单性质 

复形 K 的 g 维闭链群 Z , ( K ) 由同态％ : C , ( JO — Ch ) 决 
定， g 维边缘链群由3, +1 ; C , + 1 ( TO — C / K ) 决定，因此，厌(尺）只 

与 尺的链 复形中段有关， 

命 B 6.4 当 r>g 时， 

■ 

证明 显然 c q ^ ( K r )^ c q ( JT ) 就是 

C , +1 ( K ). 由此得到 H q OC )^ H q iK \ | 

当 g <0 或 g > dimK 时，因力 C ? (JO = 0， 所以心(尺）= 0, 

当 ？ = dim 尺时，因为 C fl+1 (/O = 0, 所以 S,UO = 0. 于是 
//,( 尺 ）= Z〆 尺），它是自由交换群 • 

当 9 = 0时， Z fl OO = GOO . 
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* 


设尺不连通，尺其中尺 1 和尺 s 是不相交 7 复形 ■ 
显然 G(K)=C ? (D@C fl (K 2 ) ， Vg6Z ， 并且心把 Q(K e ) 映到 
C q - } ( 尺 .） 中 ，纟二 1,2. 于是 ;^( 尺） = 々（尺 ])㊉ Z,(&). 类似地有 

B q (K) = B q (K')@B q (K 2 ：L 由此立即得出 

H q ( K ) = 


以上结果可推广到 A ： 分解成多个不相交子复形的并集的情 


形，于是有 

定理 6. 2( 直和分解定理) 

…，尺 r ，^ jv g ez ， 


设复形 K 的连通分支为 ，尺 


H ， K ) 三 ㊉… ® H q ( K r ) =6仏(尺 f ), I 


3-2 0 维同调声的几何意义 

命理 6. 5复形尺的0维同调群是自由交换群，它的秩等于 
K 的连通分支数. 

证明根据直和分解定理，只须证明连通复彤的0维同调群 
是自由循环群. 

设{〜 ，心 ，…，％}是 尺的全 部顶点，则心(尺）=0,(尺)由忪 1 ， 

^，…生成, Va,，a ; ， 由于 K 连通，存在1维简单链 q 分别以 a 
和…为起、终点 （§2 习题 7)t 于是 a,—4 = 3*^ ，〜〜 〜* 设 

e o a a a o 

Cc ( K ) ^ c = ，则 f 〜( 2^) 记 i= ，称为 f 的 

i=l F =1 ^=1 

指数，则 < c >=" c )< ai ), 因此 // fi ( 尺)是由 〈山〉 生成的循环群.下面 

计算的阶 . 

不难看出 dCc + c ^^ dM + dU ^^ seT . iKy . cK . M ^ O . 

设? a<ai> = 0, 则 nai ^ B 0 (K) ，因而有= SA&GCi (ZO ，使得 加1 

= dc lt 于是 n = d ( dc 1 )= d ( 2^. 9 Ji) SW(3 jJ = 0. 得出 （“i> 的阶 
为0,因此它自由生成 H ,( K ) ，/ /,(/0 是自由循环群- | 
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3.3 1 维同调群与基本群的关系 


当 K 是连通复形时，// 1 (幻和 1(! 尺|)都反映了 |幻上“洞” 

■ 

的个数，而一般地它们是不相同的，// 〆 /：)是交换群，^(|尺|)可 
能不是交换群.事实上，这两个群之间有着密切的关系. 

定理6+ 3当复形尺连通时,// 〆 /：)同构于 n.ClK | ) 的交换 



证明因为〜（1夂|)兰1(|/： 2 丨）（见§1习题 10) ，// 〆 /：)兰 

H , ( K 2 ) (命题 4) ，所以不妨假定尺是2维复形. 


取定尺的一个极大 


树人和一个顶点&则 

v 〜 ex 。， 存在 L 中从 a 

到仏的唯一1维简单链 
^它又决定丨1丨中从^ 

到 A 的道路叫 （ 在 

图 6-14 中， c . : = aa f + aja 兵 

+。此）. 

\ h & T ' (幻，设 j = 



b , =vui 是从 A 到七的线性道路），则 A 是闭链，匕是 a 


处的闭路.对 K \ L 中每个1维单形取定定向，并排列为 h ,&，•••，- 

，它们决定 m 个1维闭链<&，£：,，…， I }和 a 处的 W 条闭路 

L Z ffl 

{ b s ， b f ，… ， b t h 类似于命题 6. 3 可以证明 ： k ，…， \ } 是 

[ j M- I 4 由 

的基. 


下面归纳地（对 K 中2维单形的个数作归纳）证明存在同态 


9' )—^00,使得 


( 1 ) 

(2) Kerp 是％(|幻，幻的换位子群. 

若 K 没有2维单形，则用 Van - Kampen 定理可以证明， 
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%(|尺|，^)由{<6 1] >，一，（\>丨自由生成，// 1 (/ OsZ ^ K ) 由 {'， 

…，气}自由生成 * 规定史 (汍 )）； U 丄 V 47 VK )， 则 p 决定一个 

同态 〜（ | 尺丨显然 （1) 满足，并根据命题 A . 12, 
Ker P 是?^(|尺| w ) 的换位子群 • 

假设对于2维单形不多于 A 个的情形上述断言成立,设 K 有 

;& + 1个2维单形 * 取(〜 ，七， 《 3 ) 6尺，记 ^- KV . ja'Ji 仍是 

K , 的极大树，且匕，^等概念都不改变.由归纳假设，存在同态 
ft ! Jr ( tAUa )— /^(尺山满足条件 (1) 和（2〕. 

记 

^ 二 “ 而 ，^ s tf = a^a l ； 

b — b t b^ f z = z, -\- z f ' + sv ， 

则沪 （<*〉）= < z > ，并且 b ^ w ^ a 叫(这里 a 是从 q 出发绕 g —周又 
回到 A 的道路 ）（ 图6-15)， 





VJi 

g 6 is 


之= a ^ a z + ^ t a z 4 - a 3 a ] = 3 a x a t a ^. 

根据 Ven-Kampen 定理， 

^(1 X1 t a ) = JTiC II ^)/[( i >], 

按照同调群的定义，若记 《>» 是生成的的子群，则 

H 八 K 、 =H 1 (A： ] )/«^>X 

由科（<6>)=^>得到沪 （[⑻ ])=<=» .于是(用命题 A .11)， 存 

在同态 ^(1^1 使得下面图表可交换： 
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rr〆 n I 


—hUK f 

1 

Wl 9 

I 'f 

H . iK ,) - 

(上下同态是投射），并且 Kerp 是 I 足 I , a ) 的换位子群.由图表 
的交换性及的满足 （1) ■推得？>满足 (1). 

归纳证明完成，从而完成了命题的证明 .I 

3* 4 Euler-Poincare 公式 

设复形 K 有 〜个 g 维单形 ， g = 0， l， …， diml 
定义 6. 8称整数 

AitnK 

X(K) : (— l)s 

fl =0 

为复形 K 的 Euler 示性数， 

Euler 示性数与立体几何中凸多面体的 Euler 数有密切关系. 
设凸多面体有^个顶点，&条棱，^个面.对它的每个面可用一些 
互不交叉的对角线分割为三角形，从而使凸多而体的表面有一个 
三 角剖分 K •设 【的 9 维单形数为 ％，g = 0， l ，2 (dimX = 2) ，则％ 

=以上述分割不增加新顶点） = (因为每加一条对角 

线就增加一个面).于是：^(尺）=% —%+〃 2 =0— A +&， 即就是凸 
多面体的 Euler 数.因此 Euler 示性数可看成凸多而体 Euler 数的 

推广. 

是有限生成交换群，记它的秩为 ft ，即 

式 r = rank ( K 9 ( X )) ^ 

称为复形 K 的 g 维 Brtd 数. 

定理 6. 4( Eulcr - Po ! ncarfe 定理） 设尺是 n 维复形 ，爲是 K 
的 g 维 Betti 数…，则有 Euler-Poincari 公式 
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KiK) = 2 (— m 

q= 0 

证明分别记人 = rank ( Z ? ( K )),//, - rank (£ ? (/0). 利用 

附录 A 中的定理 A _ 2,从仏(幻 = Z ,( K )/ B ^ K ) 可得到 

良=\ 一 内， 

又因为(幻和 Z ,( K ) 分别是: C ,(/ Q — (幻的像与梭， 
所以有( X )兰 C ,( K )/& (尺），于是 

/ V ] = 一人， 0 ^ 9 ^^ 

(令//_，=())，两式相加，得到 

% — 式=& + 内-1 ， 0 < g < 方， 

于是 

X(K) - 文 (- 1 )%= 女 (- 1)、-/0 

*/=■) fl =0 

= ( 一 1)"内 ‘ 

f! 

内=户_ 产 0,因此;^尺） - 2(— U 必 = 0. | 

T= 0 

下章我们将说明是由 | K 1 的拓扑所决定的，因此 


Sc - 1) A 是1尺丨的拓扑不变量4由 K 决定，因此从表面上 

S \(/0 似乎由 K 的组合结构决定*定理说明了 Z (幻与剖分 K 
的选择无关，它反映了 | K | 的拓扑性质. 

3.5 以交换群 G 为系数群的同调群 

在建立同调群的过程中，2可以用任何交换群 G 代替,得到系 
数群为 G 的同 调群. 下面简要地回頋一下过程. 

复形 K 的以 G 为系数群的 g 维链群为 

C ^ K ； G ) :={ 对应 o T , CK )^ G \ c {- s ) =- ds ) 7 

Vs 6 T f (X)}, 

加法由 （ r +/) U )=^00 十 〆 G ) 规定. 一 般地， g 维定向单形 
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(尺）不再能看成一 个 9 维链，但是一个 g 维链， V /6 
T ,( K ), 

士友 ， f = 士 j ， 

0 T £ =^± 

这种形式的 9 维链生成了 C fl ( i ：; G ). 规定# 的边缘链 l ( p)e 
C q -'(K;G ) 为 

V^O(G = [ 川 >， V t ^ T q _' 、 K\ 

用线性扩张得到边缘同态 \ : C.dO — CdCKO ，它也满足 
\ 1 ° 3, - 0，从而得到尺的以 G 为系数群的链复形 C ( i ：; G )， 并 
由它产生尺的以 G 为系数群的同调群 H ,( K；GX 

特別当 G 是域时， C fl ( i ^ G )， A ( K ; G ) 和 尽 (尺心)都是 G 上 
的线性空间， KOC ; G ) 作为忑(尺 ; 0对子 空间氏 ( K ; G ) 的商也 
是线性空间.记4 = dimH ^ K . G ) ，则利用线性空间维数的加法 

公式也可得到相应的 Euler-Poincare 公式： 

tt 

X ( K ) =2(— 1 > q < ^ 

q= 0 

这:里 k = d\mK . 

以后会看到，一般地 < 与九不一定相同- 

习 题 

1+ 若尺=尺山仏，尺。=尺】门火 2 是广维的，则 

%(幻兰圮(仏） ㊉ 仏(尺 3 )， >r + L 

2. 若尺 =尺山尺 2 ，尺。=尺,(1尺 2 是一个顶点，则 

HH ， K 2 )， V 9 > 0, 

3. 设尺=尺山尺 2 ,尺。=尺 1 门&非空，试证明 

(1) 若尺。连通，则乙 （ K )， 存在&£乙（尺,)，/=1，2，使 
得 Z=^Zi + z 2 ; 

(2) 若（尺。）=0,则(幻，存在忑(尺,)，/=1， 

2,使得 Z = Zx + Z z ； 
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(3) 若 // ? (尺,）=0,5^乙(反)01，2)使4+之 2 在尺 中同 

调千0,则 &在& 中同调于0,7 = 1, 2* 

4. 设是零调的，即 

f Z ， g = 0 ， 

10， ? ^ O t 


证明 


H q aO 兰 H 从 KO @ KK 2 、 ， V g 乒 o. 

5 -利用 Euler-Poincare 公式证明树的顶点数比 1 维单形数 


大1, 


6* 详细写出关千以域 G 为系数群的 Euler - Poiriai ^ 公式的 


证明 ■ 

1 . 设尺是连通复形， G 为交换群，证明 

H 0 (K t G)^G. 


§4计算同调群的实例 


和基本群不同，同调群的定义本身给出了计算它的途径.但是 
一 般来说，按照定义作计算，工作置是很大的•下面通过几个实例 

介绍一些计算中的技巧. 

例1单纯锥是零调的(零调的定义见§3习题 4 ) + 

设尺是单纯锥为一个锥顶. 

K 是连通的，因此 H 0 ( K )^ Z , 下面证明 

= 0 ， q>0. 

如果 K 只有一个顶点 I 结论 显然. 下面讨论尺不只一个顶点的 
情形，记 i 是尺中所有不以 a 为顶点的单形构成的子复形，称为 
单纯锥 K 的锥底(相对千锥顶 a 的) • 

. 当 g >0 时，对于 L 中的 9一1 维链^ ，规定尺中的9 

维链 * 

ac 
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不难得到， 

= c — a ^ q ~iC 

(习题 1)- 

当 g >0 时， K 中 g 维定向单形或在 L 中，或可写成 af 或一 W 
的形式，其中 ter ^ ax 因此， wee〆 /:) 有唯一的分解式 

c = c f ~\- ac ” ， 

其中？6<^(/」，，6<^_ 1 (1).如果 ( ：64(尺），则 

0 ™ — 3〆 十 c w — a 

其中3/ •于 是有 

3〆+〆= 0 和 ?^- 】 〆= ()• 

取5=^，则 

3 , + 1 ? = c r — a = c f -\- ac tf — c t 

因此 ceS /尺), 我们证明了 q > 0 时4(尺)= 6(幻，从而氏(瓦) 

= 0. 于是，单纯锥是零调的. 

例 2设 £ 是《维单形 ， w > l ， K = Cli •则 尺是单纯锥，因此有 

Z ，9 = 0， 

0， g ^ 0* 

设 i = Bd £ ， 则 i 是 K 的《 — 1维骨架(它只比 K 少一个 n 维 

单形).于是，当？ <« — 1时， = 命题6, 4) .显 

然时$ a ) = 0 .只剩下丑卜 i a ) 了 • 

因为艮= 听以 

Ki ) = UL ) = Z ^ CK ). 

又因为 JYdOO ^ O , 所以 ZJKX - AfO . K 只有一个《维 
单形, cx 尺)兰 z , 并且\ : c ; ao — Ch (幻是单同态 t 因此 

B ^. CK ) = Im d ^ C n ( K )^ Z , 

于是 H n -, a ) 兰 Z , 我们得到，对 n 维单形 £ u > l ) 

H 9 ( Bd 心卩’ m ， 

- 丨0， ？^0， n — 1_ 

如果《 = 1，则是两个顶点的0维复形，因此 
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p ㊉ Z ， 

lo . 


9 ~ 0? 

g ^ 0 . 



图 6-15 


对 《>1 的情形，凡 - iCBdy 也可 

利用 Euler-Poincare 公式计算，请 

读者自己试一下， 

例 3设 K 是平环的一个剖 
分（图 5-16). 它的6个二维单形 
都取逆时针定向，并分别记作 
…，心，如图中所标出. 

K 是连通的，因此队(尺）兰 

Z . H / K ) = 0, 当 g ^0， l ，2 时- 

尺是2维复形，因此 / f 2 (JO 


— Zj ) , 设 c = ^ J G C ^2( 尺），则 

i«i 1 

3 2 c = 71^^ 2 -\- n 2 a ^ a ^ + 

+ / a 4 £ i 4 a $ + -\- n ^ a A + …. 

于是 = k 产… = n 6 = 0, 即 Z 2 CK )= z 0 fH 2 { K ) = 0 , 

计算印 ( x ). 设 r eq ( k ) ，若 c 在 a 此 上取值为 * .则 r — 
3^!在上取值为0,它同调于 c . 我们称这个步骤为用 A 消去 
c 中的 a x a z . 还可用 A 消去 a 5 a G ，用％ ， cf 4 ， tr 5 和 a 6 分别消去£1此， 

<2而,办21和，于是 C 同调于链 

c* = rija^ + n t a % a^ + n^a 2 a G + n A a^a z + n b a 3 a A + n^a u 

如果 ^ KX )， 则 〆 eKK )， 因此 

0 = a〆 =( n 6 — n{)a -\- in z — n % ) a 2 + ( n 4 — n ^) a 3 

+ — n^)a x + (rtj — n 2 )a 5 + (n^ 一 7t 4 )a B r 

从而 ??i = W E =^“= tt s * 记 

z = a^s + a 5 a 2 + a 2 a 6 4 - -\- a % a K + a 4 a it 

则 〆 = rt ^,< c ) = Ml <^>, 这说明 H ^ K ) 是由生成的循环群.剩 


198 


下只用计算 <之> 的阶■设 w &> = 0, 则有 c = e C Z ( K ) 

1=1 

得 3 2 c 和 fws ： 在 a , a 2 的值分别为 a ] 和 0, 因此〜 = 0 •同 

■ 

理可得 n z = … = n & = 0， 即 c =0， 从而 w =0* 子是是0阶的， 

例 4 设尺是环面的一个剖分（图 6-17) .如图中所示，取定2 



图 6-17 

维单形的定向，并记作 aG _ = 1， … ，18). 

H，(/O = 0, 当 g ^0， l ，2 时. 

记 A ^ a ^ + ata ^+ a ^ aifZi ^ a ^+ aAaj + ajai ，它们是 1 维闭 

13 

链;记 h ，不难验证 h € Z z CK ) ■ 

注意到^何两个相邻的2维定向单形在它们的公共面上诱导 
出相反的定向，例如是^的顺向面，而是^的顺向面 * 
于是若 cGC 2 CST ) ，则 3 2 c 在上取值为0< > c 在 A 与 er 2 上 

取值相同.于是，&厶在每个巧上取同样的秩〜也就 
是说 c = nZ 2 . 因此 KK ) 是3^生成的自由循环群， 1 


H 2 (JO =Z 2 (K)^Z, 
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设 AQCfO , 用例 3 中的办法，可以用 〜消去 叫 2 , 用〜消 

去 a ? aa ， ……最后 

c =n 1 £i ] ^ s + n 2 a 2 d 3 + n 3 a^a l H- -h 

+ n & a 7 a! +■ + n 8 a 5 a 8 + + n :<i a 6 a^ 

当 C 是闭链时， 3 it ^ = 0, 可推出 J 2 7 =«e =Wg = Wio = Ot ?*! =# l 2 = nj 1^4 
■ 

= n ^ = n ^ 于是 

c f = n x Zi + n ^ z \ t ( c ) = n v { zi ) + n 4 ( z x > , 

因此和〈/>生成 // JK ). 

若 n ( zi ) + w 〈 je ;〉= 0, 则 nzi + mz [ ^ c ^ C 2 ( X ) ^ d z c 

=阶 + mj ^ •由于叫+仰^在 K “内部”的 1 维定向单艰上取值为 
0,可推出从而 3 2 c = 0,得到 n = m = 0* 这样执（/0是以 

<怎: >和 <〆 >为基的自 由群， // 〆 #：>兰 Z ㊉ Z . 

例5尺是射影平而 P 的剖分，图 6-18 标出了它的10个2 
维单形的定向和名称. 

H 狄 K ) 兰 Z ， H ， K ) = 0, 9 乒0，1，2, 



图 6-18 

10 

令 z^a^+aiUi+a^ai ^ c z = * 类似于例 4 , 一个 2 维链 

1=1 


200 



如果 V 中不出现^内部”的 1 维单形，则不难算出 a ^= 

2 之 1 ， 因此 ficiXj,(iK} ==L -^~ n — 0 * 谊样 = 之 2 ( 尺 ） == 0 . 

用前两例的办法可说明， K 的1维闭链同调于&的整数倍， 
即此00是<^>生成的循 环群. 又因为 2 q =3 m 所以 （ A > 是2 
阶的 ， R ( 幻兰 Z 3 . 

从上面的计算结果得 K 的各维 Beni 数为 : /3。= 1,乳=馬= 0, 
^(-^)= 0—0 + 1 — 1 + 

如果用 厶 域作为系数群，则如 2 = 0< 2 是闭链，// 2 (~， Z 2 ) = 
Z 3 (/ f ； Z 3 )^ Z 2 . /7 Q ( K ;2^) 和 //] ( K ; Z 2 > 也是 Z 2 , 因此4=心=心 

= 1^X(K') = 1 —1 + 1 = 1* 


习 题 

1 . 设尺 是单纯锥，^为锥顶， l 为锥底.设 c e c q _\ Usu 证明 

^ q {ac} = c ——a ^ q -iC , 

2, 设 K = Bd ( a 0 f a ! a 2 fa 3 ) U ， a 4 )( 图 6-19)， 求 

的各维同调群. 



图 6-19 图 6-20 

3,设 /f = Bd ( a 0 ta !， a 2 ， a 3 ) U Bd ( a 0 i ai ， a 2 ， a 4 )( 图 6-20) ，求 

/ f 的各维同调群. 


J 
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图 6-21 


4. 求图 6-21 中的复形尺的各 

维同调群. 

5. 利用 Euler-Poincare 公式证 

明关于组合数的公式 

2 ^- 1 )^ = 0 

1 = 0 

(提示：考虑 n 维单形 i 的闭包复形 
Ck 的 Euler 示性数 .） 


设尺是产的剖分（见例 5) ，计算 H ,( K ； Q ) t Q 是有理数 
设尺是单纯锥， G 是交换群，计算 ; G ). 


第七章单纯同调群(下) 


第六章中建立的同调群只是复形上的一种代数结构，还没有 
体现出它的拓扑特性，本章要建立拓扑空间（多面体和可剖分空 
间）的同调群，自然是要利用它们的剖分的同调群来规定+于是我 
们就面临着同调群的拓扑不变性问题:有相同（或问胚)多面体的 
复形的同调群是不是同构?这就要把同调群的研究向前发展.我们 
要对从多面体 1 K 1 到的连续映射/，建立从同调群到 

的同态这是一项难度较大、技术性很强的工作.我们 
还要讨论同调群的同伦不变性，它也是计算同调群的一个工具- 


§ 1单纯映射和单纯逼近 


本节为定义连续映射诱导的同调群同态作准备，介绍单纯映 
射和单纯逼近这两个重要概念. 

M 单纯映射 

单纯同调群建立的基础是复形的组合结构 ，然而一嚴 的连续 
映射并不保持这种组合结构，因此不像基本群那样能用自然的方 
式建立它所对应的同调群同态+我们先考虑一种与复形的组合结 
构相适应的映射，郢复形间的单纯映射. 

定义 7, 1 设 /f 和 i 是复形， K 到 L 的一个对应 K-*L 

(它把 K 的每个单形对应到 L 的一个单形)称为单纯映射①，如果 


①本书中的单纯映射概念与一般书中不同，®里把命题 7 + 1 中的连续映射 g 称 
怍单纯映射. 
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它满足以下 要求： 

CD 若 a 是 if 的顶点，则是 L 的顶点 ； 

(2) 若 / C 中单形£= ( 叫，^，…，〜）， 则 〆 £) 的顶点集是 

( p (^ o ) , p ( ta ,) , p <4 a g ) } (并不要求…， p ( a fl ) 互不相 

同)， 

由定义看出，当 P 是单纯映射时，它还满足： 

(3) 有即史保持面的关系； 

(4) V 5 GK , dimp ( jXaimj t 

如果 (4) 中等式成立，则说？在£上非退化，赉则说 P 在三退 

化-显然，当？^在£上非退化时4在 i 的面上也非退化. 

(1) 说明 P 决定 JC 的顶点集 JC & 到 L 的顶点集 P 的对应，称 

为？决定的顶点映射. <2)说明 p 由它的顶点映射完全决定. 

例如，若记 O 是包含映射，则/是单纯映射*它在每个 

K r 的单形上不退化，它决定的顶点映射是恒同映射 id : P — 
K 0 • 


设 F 是单纯映射,则可规定映射@ 


叫 



山如下 


fl 


V 工 e 尺，若 Car # 


( a 0 f a lt *** ^ a q ) ，且 : r = Uk ，则令 


0 




，它 是 〆 Cajrcr ) 的 


点- 


0 


命 H7 



卜 |K 




KI 是连续映射 


证明 




尺，设(如…，… ，叫） ■ 


2人 a 


fl 


则从定义不难看出 9(^) = U 人办,) - 于是纠乏 


s 



UI 是连续 


的 - K 中单形只有有限个.并且每一个都是 IK I 的闭集，用粘接引 
理推出夺也是连 续的+ 

单纯映射的性质使它能自然地诱导同调群的同态. 

设 f k — 乃是单纯映射，规定 如下 : vc 
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% 


… 〜子7\(尺） ，令 

I 〆 〜)?<〜)•••?<〜）， 若史在 0 上非退化， 
io ， 若 P 在 J 上退化， 

显然％( — c 0 = -%00, 因此科可线性扩张为 c 9 (/ o 到 Q ( L ) 的 
同态， 仍用於 记此同态. 

命 S 7. 2 3, 9 ° 3,( Vg 6 Z ) ， 即下面图表可 交换： 


C ,(/0 



% 

V 

c\(Ly 





C V -]( L ) 


(这里两个边缘同态分别是 /C 和 L 上的，我们在记号上不加区 

别X 

证明只须对 K 的 g 维定向单形〃验证 

3, ft(cr) = h 。 9,(^)* 

设如果炉在 cr 上非退化，则 

JS 

= 又（一 DXa。）#^).--〆 屮）… 〜） 

i-O 

= %~ i { 2( 一 

ii -0 

=¥V i ° 

如果 s? 在^上退化，则3, ％O)=0 -对 ft— 。 3 T (a) 分两种情 
形讨论.若{〆〜），〆〜>，…，〆％)}中不相同顶点不多于 g — 1个， 
则？在的每个 9一1 维面上都退化，因此有％-!。 3,U) = 0 ■若 
{pu。），〆 ^) ， … 中不相同顶点有 g 个,即只有一对相同， 

h 

不妨设 =?(〜） ，此时 

%-\ & 9,(^)== ? q -\{ 2( — lVawr-.A …〜) 

i ^ 0 
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= % - 知 rS 、一 ％ 1 (“ 。七 …〜） 

= 0. 

m 

总之，在任何情形，等式 \ " < p q { o )^^ i ^ a » 都成立. | 
我们规定了与边缘同态交换的一系列同态 M : C q ( K )^ 
c q u )\ q ez ) ，称为从链复形 c (幻到 ca ) 的链映射， 

命 ®%3 若{只}是单纯映射尺―乙诱导的链映射•则 

%(Z/K))CZ ? a), ^B,iK))CZB q iL). 

■ 

证明若 = 则\(%&))=%_1(\(=)> = 0，因此 

9^(6) — C (c)) = 3 fl + 丄（玲 +1 (c) )■ 

因此％(6)6尽 a ). | 

定义 7. 2设史： K—L 是单纯映射 ■ VgGZ , 规定同态: 
H q uoH q a)isN (z 、 eH q uo , 令 

= {%{ z ) ) f 

称％诱导的同调群同态* 

命题 7. 3 只用到 ㈤ }是链映射的性质，即它与边缘同态的交 
换性质.因此,两个链复形之间的任何链映射都诱导同调群的同 

态- ^ 

命埋 7. 4设史： K — L 和 A / 都是单纯映射，则^ f 
K ^ M 也是单纯映射，并且 

。9 、 m 。9”， V 9 ^ Z * 

(证明留给读者 .） 1 

12 单纯通近 


单纯逼近是连结连续映射和单纯映射的桥梁，借助它我们能 
利用单纯映射来规定连续映 射听诱 导的同调群的同态. 

下面假设 x 和 y 都是多面体， k 和 l 分别是它们的剖分. 

■ 

定义 7. 3设 /* X — y 是连续映射尺 — L 是单纯映射， 
称 f 是/的一个单纯通近，如果 P 满足条件 
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pCx) e car L /u) t ⑴ 

这里》垦 ^ 决定的连续映射. 

条件 （1) 要求 6U) 和 /U) 在 i 的同一单形 CarJU) 中 
(/U) 是其内点，不必是内点），这就是“逼近”的含义,利用直 
线同伦，知道^ 

下面给出单纯逼近的另一种描述形式,它具有更强的几何直 
观性.需要用到一个新概念. 

定义 7. 4设 K 是复形的星形是 jK| 的子集，记作 
St^ ，规定为 


St K a ?={x ^ 

于是 St K a 等价于 a 

< Car #* 

图 7-1 是由3个2维单 

形及它们的面构成的复形 
AT + 以为顶点的单形有 

C^2| ? t 5 ^ 5 f ^2 ^ f ( 七，七） 

以及顶点〜本身，它们的内 
点梅成 Stj^ ，于是 Stj^ = 

(^1 J^s )\(^3 ) - 


\ K\\a < C ^ r K x} t 

a 5 fl 4 





® 7-1 


St k a 2 = 1 尺 |\( (屮， a 5 ) U U (a 3 ，a 4 )}. 

不难看出，当 2 G St# 时，线段 GdStj^ ，因此 StM 是由从 

a 辐射出的许多线段构成_沿着这些线段, Stw 可形变收缩到& 

命 H7J Stw 是|昃|的开子集. 

证明 只须证明 |K|\St^ 是闭集， 

记/^{沒尺 U^} ，则 L 是 K 的子复形，并且 

|K|\Stw= ue \K\\a^CaT K a:} 

= be I ^ IICar ^ eL } 

=I 乙 |. 
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因此 |/C|\stw 是紧致的，从而是 Kl 的闭集. ■ 

显然， { St ^ jae 尺。 } 是| ATI 的一个开覆盖， 

命题 7. 6单纯映射 r K ^ L 是连续映射/ : X ^ Y 的单纯 
逼近的一个充分必要条件是 

\f K\ nSl K a) C St^a). (2) 

证明条件 (1) 也就是 

Car^x) < Car^/O) t )/ x ^ X, CIO 

因为 Car^j：) == 9<Carjcx) (习题 3) ，所以 （1') 可改写成 

pCCar^} < Cat L f(x) , V ^ Cl ff ) 

根据单纯映射的定义，它又可改写为 

V 工 € e 尺 ° ，若 4 ^Car #， 则 < Car L /(x) , 

■ 

或用星形概念写出为 

V a 6 ，工 e X ，若 X Stj^a 肩 f(a:) 6 St L <jfKa ) f 

这就是 (2). I 

推论如果少： /：— L 是 7 的单纯逼近，… L — M 是 
g ^ Y ^ Z 的单纯逼近，则0。 P 是及。/的单纯逼近 ，I 

(请读者自己验证 _) 

例如图 7-2 所示，尺是1维单形(〜，心)的闭包复形， L 由 
2维单形认 A ， 匕）， 為）， （& 2 A，~) 以及它们的所有面构 
成+/; 丨幻 — 1L | 是一个嵌入映射， /(〜） 在内， / U z ) 在 
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® 7-2 


(6 3 AA ) 内，的中点 c 的像点 / Or) 在(~,6 2 ,6 3 )内.对这个/， 
没有一个单纯映射^ : K ^ L 能作为它的单纯逼近,事实上， St A ^ 
是|\{心}， /( Sua ) 不在 i 的任何星形中. 

如果增添顶点^得到1尺|的另一剖分则/有从 K ， 到 L 

的单纯逼近.事实上， /( St〆 ） 匚 St ^./ CSv ^,) C SH 
/( St K ^ a 2 ) C fl St /6 3 ，因此由顶点映射 

a x ^ c H-i 2 , a 2 — 6 2 ( 或 h ) 

决定的单纯映射是 / 的单纯逼近. 

这个例子说明，对取定的剖分 K 连续映射/ : X ^ Y 不一 
定有单纯逼近 .一 般来说，剖分 K 越细致(它的星形越小）, L 越粗 
(它的星形越大），单纯逼近存在的可能性越大.下面的定理给出更 
确切的说明. 


定理 7.1 设 K ， L 分别是多面体 x ， y 的剖分，/ 


X 


>■ 


y 连 


续，则/存在 k 到 L 的单纯逼近存在66/人使得 


/< St ^> (= St L b . (这个条件称作/对具有 星形性质). 


证明 设 P 尺― i 是单纯逼近，由条件 (2) 知， 

K 。 ， f (, St K a ) C Sti ¥< a ) ， 取即可. 

规定 K 到 i 的顶点映射？： L % 使得 〆 St A 「 a)C 

St L ^ a ) * V ?— ( a 0 , …，叫） GK ；， 取 t 是；的内点，则工 € St ^, , i = 
0, …， g ，从面 fix ') t /(SkaJ d StjO ) ， 即 ）< Car 7 /(. r ) ? 

/ = …， 9 . 根据习题 5# 可扩张为单纯映射，仍记作 p 它满足条 

件 (2), 因此是/的单纯 逋近.| 


习 S 

1. 设史：是单纯映射， 证明 〆 K ) 是 L 的子复形， 

2. 若史： K — i 是 一一 的单纯映射，则纩 1 〖人^尺也是单纯 

映射.（此时称 P 是单绅同构 

3. 设是单纯映射 ， x e | 尺丨，证明 

Car L p(x). 
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4, 设 尺―兑 — M 都是单纯映射.证明 

(1) 0。 M 也是单纯 映射； 

(2) + 。 <p=H *- |X| — |M|: 

(3) {ip ° 奶 ”= ip' q k * H ^ K ^^ H ^ M ) 

5. 设尺,丄都是复形，?是一个对应•证明奸是某 

个单纯映射史：尺―/,的顶点映射令=^>心=(如，山，…，尺， 

9%(如），灼(〜），"、灼(％)是丄中同一单形的顶点•（称 p 是 ？ b 的扩 

张 .） 

6-设土^尺,规定^的星形为 

St K s = {^c f I 尺 I 卜 < 0^r K x \. 

证明 


CD 若则 St^CSt 办 

(2) 若尸 … ，〜〉，则 St K s = P| Sl K a f . 

E = 1 

§2 重心重分和单纯逼近存在定理 


本节继续进行上节的工作，讨论单纯逼近的存在性.为此我们 
先要引进重心重分的概念. 

2.1 重心重分 


设尺 A 是复形 ，/: | 尺 


U 是连续映射.上面已说到，/不 


定存在尺到 L 的单纯逼近，井且不存在的原因是剖分 K 不够 


细， L 不够粗. 


般来说，使剖分变粗不一定做得到，但使剖分变3 


!： 


总是能做 到的. 重心重分就是加细剖分的一种办法. 


设尺，都是多面体 X 的剖分，井且 P 的每个单形都包含于 
K 的某个单形中，就说 K 是 K 的一个 重分. 可以证明（习题1)， 
的每个星形都含于尺的某个星形中.重心重分是一种特殊的重 
分- 
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设 f = …，％)是一个 g 维单形 . £中，重心坐标为 


A，^ t ， …，的点称为 i 的重心，记作 i， 即 


« — ^ 1 

- = h 印 … 

0维单形 a 的重心就是维单形 ( a。，^) 的重心就是它的中 
点； 2维单形 U 的重心就是平常意义下三角形的重心. 


我们先从直观上描述重心重 
分 .0 维单形的重分就是自己.设5 
是1维单形，它被重心分成两个1 
维单形，这两个1雄单形及三个顶 
点 Q 的两个顶点和重心）一起构 
成 C % 的重心重分.设£是2维单 
形，则它被三条中线分割成六个2 
维单形（图 7-3), 这六个2维单形 
以及它们的面就构成 C〖£ 的重心 

重分.它的顶点是 i 原有的顶点加 
上 j 的重心和三个1维面的重心. 



s = Cd. } ^ L = (tij .a：) 

J| ~ (A 2 」 》 1 j — 

■ _ 

图 7 3 


它是一个以 i 为锥顶的单纯锥，相应的锥底是 Bdf 的重心重分（即 
各1维面重心重分的并集). 

一 般复形 K 的重心重分记作 SdX， 可归纳地规定如 下:若 K 
是0维复形，它的重心重分 SdK 就是假设对维数不大于 打一1 
的复形的重心重分已定义， K 是〃维复形 .对尺 的每个〃维单形 

是尺的； ?一1 维子复形，其重心童分 Sd(Bd〗) 有意义，作 iSd 
(Bd £ ) 是以上 为顶, Sd(Bd £ ) 为底的单纯锥，则尺的重心重分 SdK 

规定为 


SdK = SdK ^ 1 (J 5Sd(BdO. 

这种描述方式虽然比较直观，但 _ 并不好用，并且定义中有些地方必 
须加以验证，如为什么可构造单纯锥 i^d(Bdy? 下面我们给出另 
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-种定义方式 t 它不如第一种直观，但用起来很方便*因此我们把 
它5作正式定义. 

定义 7. 5复形尺的 重心重 分是一个复形，记作 SdK， 规定 

为 

SdK ：= { ( H … | 6 K T Jo < i_i < …< S q }- 

定义中应验证的部分（当时，…， U 处 
于一般 位置; SdK 中单形规则相处）留作4题- 

SdK 的顶点的集合 (SdK) & = illseK ). 

设•…， GSdK ， ，则称 L 是2的 

首顶点 . 显然 Jj 6&00，1，…，，从而由此得到 [SdK | CZ 
1K | - 反过来，如果 j : 6 I K | ，它的承载单形 Car K x = (a。 ，〜，•■•， 

a ff ) ，不妨设尤 = 乏]入 a. A >岑> \ * 记》= (〜，〜，…，成）， 

/ = 0，1，…，？，则 

工二 S (\ — 丄 +] ) S a j 

i =0 ;=0 

= S (i 十 1)(人 一D 规定 ; 0)， 

其中 (f+1) (疋 一 Ah i)>0, 并且 

^> + i)a — \ +1 ) = !> = i. 

c=^0 1=0 

于是 1 e (h4 lt ...，i,)C |SdK| .我们证明了 |K|c|SdKl， 从 
而有 

\ SdK \ = \ K \. 

不难看出 dimSdK = dimK , 

为了书写简便，记 K u> :=SdK， 记 SdK 的重心重分为尺⑴■归 
纳地规定 K 的 n 次重心重分 K°° := 

p 

2. 2单纯逼近存在定理 

设 x 和 r 都是多面体， /:x—r 是连续 映射. 设尺和 l 
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分别是 x 和 y 的剖分 .I 的所有星形是 y 的开覆 
盖，从而 (/ 1 (St, 力）|托/乃是X的开覆盖■根据定理7.1，/存在 

尺到 L 的单纯 逼近的 充要条件是每个星形 Sua 都落在某个/_| 
(SuW 中.我们要说明，经过若干次重心重分后，上述条件总能满 

足（当然是指对新复形尺0). 

先规定复形的网距概念，它可用来估测星形的大小. 

复形尺 的网距记作 MeshCK) ，规定为 


Mesh(K) :— max{^(a T &) | (a ,6) 是尺的 1 维单形 } ， 


即 M e sh〔/0 是 K 中1维单形长度的最大值 - 


命 S 7-7 若 是尺中单形 
2上的两点（图 74), 则 

MeshCPO. 

证明先证明存在£的顶点 a， 
使得 c/ (xw). 取 a 是5的 

顶点中到^最远的.设， 

则闭球形邻域页^是凸集，它包 

含$的每个顶点，从而 

因此 rfOf 用 a 代替 

: r， 作同样论证，可找到 f 的另一顶点 



6,使得 rfU ， a )< rfU ，6 XMesh (尺乂 世 

命题 7. 7的一个推 论是: ViGSt ^ a ， 则 d ( a , x )< Mesh iK ). 

命 S 7_ 8 若 K 是 《 维复形，则 Mesh (尺⑴）< 


- Mesh ( K ) , 

证明只用证 明广” 的任一 1维单形 （i，i) 的长度不大于 



Mesh(^), 不妨设 


(山，… , a fl ) t £= ( a 。， …，〜叫 +1 ， 


…，〜）■记 f = ( a 什"… ， a ，）， 则 
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(图 7-5 是 9 = = 3的情形 •） 于是 



W L ^-vMeshCK). | 

-户十丄- 《十1 

由于電心重分不改变维数,从命题 7. S 得到 

J * 

Mesh(X w ) < -^—i MeshCK). 

+ 1/ 

定理 7. 2( 单纯逼近存在定理）设是复形，/: — 

| L | 是连续映射，则对足够大的 o 存在/的单纯逼近 P : W 

证明因为是 | L | 的开覆盖，所以 {/isuwb 
eLd 是|尺 | 的开覆盖•记5是它的 Lebesgue 数.取 rGN ， 使得 

Mesh ( K ) < 5 ( 这里《 = ditnX ) •于是 V a 云 X ( r ) ， Su ⑺ aC 

JK 见命题 7+ 7 后的推论).柄据命题 2. 12,50/，幻包含诠某 

个/ KSuW 中，从而 /(St#a)CSu6. 由定理7,1 得到结论. | 

习 韙 


1. 设 f 是尺的一个重分（不必是重心重分 ） (f )° 4= 
Card * 证明 Stx 
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2 . 设 f = …证明 

St^ci) s_ C St^ai , i ™ 0 ， 1，••-，？* 

3. 验证定义 7. 5 中规定的 SdK 中的单形互相规则相处. 

4. 利用单纯逼近存在定理证明 V 到 V + 1 的任何连续映射都 

零伦. 

5. 设都是可剖分空间，证明 [ X ， y ] 是可数集. 

§3连续映射诱导的同调群同态 


设尺和 L 是多面体, /* — |/.|是连续映射•本节要规定 
/诱导的同态: 尽管有了上节的准备，我们 

还有不少工作要做+其中有些比较困难，涉及到一些新概念,为了 
不让它们掩盖整个过程的思路，我们把它们移出正文，放在附录 C 



通过上节的准备，规定八,的途径已很明显了 ： 重心重分保证 
/有单纯逼近，用单纯逼近导出的同态来规定 / v 但是我们马上 


面临着两个问题,首先，/的单纯逼近 y 如果是从到 L 的，它 
导出的是足(尺，到 //,( L ) 的同态■那么丑 〆 尺 ，与仏 （幻有 
何 关系？ 其次，单纯逼近并不是唯一的，那么不同的单纯逼近导出 


的同态是否一样？ 

附录 C 对第二个问题已有直接的回答. 

定理 C .2 如果都是连续映射/: |幻— | L 旧 


单纯逼近，则 H q UO — H q ( L ) d q 6 Z - 

下面来回答第一个问题. 


3*1 同调群的靈分不变性 


我们要证明// 〆 尺⑴）兰私 ( K ), v ? ez , 由此得到丑 〆 /^) 

^//,(^),v?ez ( vreN* 

先规定 c (/ c m ) 到 c (尺)的链 陕射， 
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设是 i 的任一顶点，则 SwijCStw ( U 习题6)， 
于是恒同映射 id : | Kj 对欠〜和 / C 有星形性质，从而有 

从 K ⑴到尺的单纯 逼近： 规定顶点映射 ( JCny — K 。， 使得 
? r ( i ) 是£的顶点，则可扩张为 id 的单纯逼近,把它所决定的链 
映射称为 标准链映射. 标准链映射并不是唯一的，但是定理 C . 2 
说明标准链映射诱导的同调群同态是唯一的.以后把 id 的上述单 
纯逼近和标准链映射都记作 ? r (不论对哪个复形 K ). 

我们还需要构 造重分链映射 卜 C (/ O ^ CCf ^), 它不 
是由单纯映射决定的. 

直观上看，每个 n 维单形被重分成 U +1)! 个 K …中的 
n 维单形，当 s 取定了定向后(得定向单形 5) .这些小单形也取相 
同的定向 ，就令 ？ G ) 是这些定向小单形之和.图 7-6 是 u = l ,2 的 
情形.对 w = 1 ( 左图），对 n = 2( 右图 ） r 

m 

Jj ( a Q a ] a 2 ) a ^ b 2 c + + a b^c + + a 2 b t c + fha #- 


it= s 


图 7-6 

下面归纳地给岀的严格定义.对7=0,令» Vci ^ 
尺°，扩张得同态％ : C ,( K )^ C ^ K iiy ). 

对 = 1，设 ■ staA ，规定 ViO i+1/3 卜贝 !j 
( — S 、= yj } 1 + 丄(3。= — 7i (s) ，因此可扩张得同态 ％ : 

(： 1 0?0，(： 1 0?( 1 ))，并且显然3 1 。 nn 

设当 p<q 时， C,〔ZO— 仏(尺，已构造，并满足 

H = Vp -' ° 3” < g . 
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… e7；(K)， 规定 贝 ij 

% ( — ^ — 1 _% - i(\( 一 J ) ) = " 7 〆 5 )， 

于是，可扩张得到& : Q(K)— 

v^er,(/o, 

七 a % = 孓- ]( a /))) 

= % 1 ° \(iO — 上（ 3 ? -i D 7^-i ( 3 fl (iO)) 

= %- h 。、,(5)—丄 （ 7夺-2 ° 3^—]( 〜 (^)) ) 

I %- . 。 心⑴ ， 

因此有\。 %= H * 归纳定义完成. 

定理 7. 3 ?诱牙的同调群同态 W 凡 (K)—// g (K n 0 是同 
构，并 a 以I,为逆 k 是标准链映射）， Vg€Z. 

证明定理 C .3 说明 = : 

\fq G Z. 只须再证明 jt ” i” = id ; H ， K ) — H，KW q ^ Z . 

事实上有二 id : C 又 K ) 一 C^KW q ^ Z . 我们用归纳法论 

证这断 ff. 

2=： Q 时，结论显然成 1. 

设户 <9 时， 7, = id : C ： ,(X) - C\(K). 

7\(K) ,记 ,v = a ^ a …從,，不妨设 ?rG ) — a ^ 则根据 ?r 和 7 

的定义，有 

K f ° % U ) = K ,{ 1( 7,- iO -0)) 

■ J ' 

二 a & ( % 1 c i ( D (— 

i=) 

r ^ 

— 〜 （ 2 ( — l)’a 0 … 士 …〜） == j. 

i=] 

从而 ' ° = id ; C 7 (K) — C/K 乂 I 

对听有复形 K, 都用 7 表示重分链映射. 

对于任意自然数 r， 记 f 是 r 个重分链映射 

C(K) -~-^C(K^ y ) — ^- ^C(K <0 ) 
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的复合(每个 7 的含义不同).按这神约定，有 

同样，记 r : C ( K ) 是 r 个标准链映射（每个的含义 

不同）的复合，它由 id : | K | 的单纯逼近所导出，并且也有 

我们有互逆的同构 

H q {K) ^ H q (K^) t V g e Z. 

3.2 的规定 

命題 7- 9 如果 y :尺⑴ — L 和0 : K ㈣ — L 都是/ * \ K \^ 
IL 1 的单纯逼近，则 Vgez * 

证明见下图表 * 因为 p ° ; K ㈣ 也是/的单纯逼近， 
所以有(定理 C .2) 


H,(K) H,(L) 



中 ” = 。 允 ”，V g 6 

于是 、 

0” ° 矿* + / = 沪” ° ° 7% fl 矿 = 。7^， v $ e z . I 

现在我们可以给出下面的定义. 

定义 7.6 设尺， i 是复形，/: | K | —ILI 是连续映射，取^ 
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K ⑺寸 K 是 f 的单纯逼近，规定/诱导的同调群同态为 

= H q ( K )^ H q { L ) } V g e Z * 

命題 7 _lfl (1) 设 K 是多面体，则恒同映射 id : | K | —1 K | 

导出的同调群同态 id .^ 是恒同同构. 

(2) 设 K ，/, 和 A / 都是复形， /: \ K \^\ L \^\ g ^ \ L \^\ M \ 

都是连续映射，则 

ig n = f” 、 H q ao — H ， m ， v g e z, 

证明 （1) 取 K 到自身的恒同单纯映射作为 id : iKi - 
| K | 的单纯逼近就可得到结论， 

(2) 在下面的图表中一：是 g 的单纯逼 近，? 
4/，是/的单纯逼近. f 是 〆。 f K ^-* L 也是/的单纯逼近， 

H ,{ K )- ^ j ' H q ( L ) —— - H . iM ) 



0 。 P : KAf 是及。/的单纯逼近，由定义 

ig ° /) h 二 （爹。 f)^ t 

g ” D f •产今” ° 矿” 。允 m k 吖” 

=“KL = (^ 6 f ”， 

因此 。 — p /- ? * I 

从这个命题可以推出同调群的拓扑不变性. 

定理 7.4 设 K,Z 是复形.如果/; — 114 是同胚映射， 

则/”：是同构， VgGZ . 

证明记《二广 1 : 1川 — IKI . 根据命题 7. 10，心，= 
U 。/)^ = id. fl 是恒同同构.同理 ， / M 。也是恒同同构.于是 
/ m 是同构是它的逆. ■ 
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定理说明，复形 K 的各维同调群仄(尺）的同构类型是由 |K | 
所决定的，即是 iKl 的拓扑不变量（拓扑性质）.这样， K 的各维 

^\iniK 

Betti 数式和 Euler 示性数; f ( K ) ^ 2( — 1 )A 也都是1尺丨的拓 

扑不变量+ 

3.3 多面体与可剖分空间的同调群 

定理 7. 4说明，同一个多面体的不同剖分有同构的同调群，设 

则恒同映射 〖 d : | K | — | Lj 决定了 HJK ) 与 H f ,(U 

间的一个同构 +以后 ，我们规定多面体的同调群就是它的剖分的同 
调群，它在同构型的意义下是确定的， 

设 XI 都是多面体，&，厶是它们的剖分，/ = 1，2.如果/: X 
是连续映射，则/诱导出两组同态 : 

和:仏 ( D — H t CL 2 )}， 它们使下面图表可 交换： 

I 翁 

itl-v id^ 

'f f i 

H,(K 2 ) H,iL 2 ) 

v 9 ez - 正如可用 x 和 r 的任意剖分的同调群看怍 7/,( x ) 和 
/// Y ) 那样，可以用上面任一组同态看作同态组 

{/ #9 * H q ( X )^ H q ( Y ')}, 

类似地可规定可剖分空间的同调群以及可剖分空间之间的连 
续映射诱导的同调群同态. 

设 X 是可剖分空间，（尺 ] ，只)和(尺 2 ，％)都是义的剖分，则 
% 1 s IMI — 1尺 2 |是同胚，它诱导(尺的同构. 

我们规定 x 的同调群就是它的任一剖分中多面体的同调群. 

设 x 和 y 都是可剖分空间，（尺， 妗和 cl #) 分别是它们的剖 
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分.如果 / : x — y 是连续映射，则 p 1 。 f 。 9 ' I 尺 I — KI 连续- 
我们把(0- 1 。着作人，： H ,( X )^ H f ! ( Y )^ q eZ . (相应 

地认为 I 以 x ) 二 ? /// y )-// 5 a )-) 

在上述意义 F ，类似 F 命题 7. 10的结罘仍成立. 

命题7, 11 ⑴ 设是可剖分空间(多面体 ) x h 
的恒冋映射，则 id ,， H ,{ X ) - H q ( X ) 是恒同同构. 

<2)设 X , Y 和 Z 都是可剖分空间（多面体）， y 和 
g 都是连续映射，则 

(ff 二卜 ，/*, : ^CX)-K,(Z), V? 6Z. I 

下面列出已计算出的几个空间的同调群- 
«维球面 V 同胚于 》+ 1 维单形的边缘复形，因此从第六章 
的例2知道 h >0 时） 



H q { S -)^ j Z， 

! o ? 


— 0 ,M T 

q y= 0*”* 


从第六章 § 4 的例 3 知道，若 X 是平环，则 


\Z, g - 0 ? 1 

!0 ， q ^ OtL 

从第六章 §4 的例 4 和例 5 知道 


Z ， q = 0,2 t 

W V (T 2 ) — Z©Z，g - 1 , 

0 ， q 7^ 0?1 *2; 


q ^ 0 f 

H q { P z )^< Z 2f y = 0, 

、0 T y 7^ Oil * 

再举几个例子. 

例 1 设 X = W 氕图 A 7 是 X 的一个剖分尺，它是两个子 
复形& 和^ 的并 ， A = &是一顶点. K 、， K 2 分别是5 ] 的 

剖分，于是 / M / O 三 Z © Z (第六章§ 3习题 2) .设 

之1 = a^ai 4 - a Y a z + z 2 = -\- a 3 a t 4 - a 4 a 0 ^ 
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图 7-7 

则 Uud 是尺)的基. X是连通的1维复形 T 于是 


lo , 


用同样方法可计算出 


¥ = 0, 

9 = 1， 
q 0,1, 



^ r 5 = 0 t 

. -^-, 

Z ㊉ Z ㊉ … ㊉ Z ， 9=1, 

0， 9 7^ 0,1, 


例2 

个剖分夂 


设 X 是 P 加上赤道所围的圆盘 * 图 7-8 给出了 X 的一 


Bdj ! 



Bdj 2 ，其中 


£l = (^0 t a l r^3 } r £z = ， “ 2 ，〜 ， <l 4 )* 

记 A = Bd £l f K 2 ^ Bd £2 f mK , r \ K z = C \( a lf a 2 , a ,). 根据第 
六章 §3 的习题4， 

仏 ⑹㊉ H q {K^r V 9 乒 0 ， 

干是 


[Z ， 7 = 0 ， 

A ( 尺）兰 _ ㊉ Z， ? = 2 ? 

,0, g # 0,2. 

例3 X是V加一直径，它的一个剖分如图 A9 所示， K = 
Bd ( a 0 , a It a 2 , a 3 ) U Bd ( a 0 t a lt a 4 ) . 用例 2 的方法可以求出 
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fZ ， 

郎叫 0 , 


q = 0，1 ，2, 
q 參 0,1,2. 


习 埋 


1. 计算的同调群都大于 0). 

2. 作可剖分空间X ，使得它的0,2, 3维同调群同构于 Z， 
出 UO=Z 2 ，其他维同调群为 0. 

3. 怍可剖分空间X，使得它与 r 3 有同构的各维同调群，但X 

笑 7' 


§4同伦不变性 


4-1 同调群的同伦不变性 

和基本群一样，同调群也有同伦不变性.它包括两个方面:同 
伦的映射诱导相同的同调群 同态； 同伦等价的空间有同构的同调 
群.我们只须对复形证明这两个结论. 

定理 7, 5设尺, L 都是复形，如果连续映射 /iff : — 

1/1则 

/” = : H,(L ) ， V g 6 Z. 
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证明设//: I 幻 X /— | L | 是/到君的同伦， u 心是 H 的 

，切片 ，则心二(//_ 1 (30)|6&/_/}是|幻//的—个开 
覆盖.设占是它的 Lebague 数.取充分大的 r ， 使得 Mesh ( K ^)< 

j . 干是，当 W ' e /， 使得 - t <|时，对 尺⑺任 一顶点 tx ， 

Stf >a X [，,，]包含在某个 ？ T ] ( Sufr ) 中，也即 MSU —) 和 
MSVW ) 包含在 L 的同一个星形中.于是可构造 WL 它 
是心和&的公共的单纯逼近，从而 

^P*q p ^f*q V ^ ^ 

由此马上得出 ^ 

f ” 二 (h 0 ) # ^ = … \f q & Z r I 

命题 7.12 设 K 和 L 是复形， /: :尺！ ^| i | 是一个同伦等 

价，则 /_ r 尽(尺是同构， v g ez ， 

证明设尺： | 人，叫是/的同伦逆，则 

gd 二 (g ^ HXK)^H q {K), 

/” 。 片 ” = (/ ° g) = id ” ： H q (L) -► H q (L) , 

因此八，是同构，乂 I 

一 个直接的推论是定理 7. 6. 

定理 7.6 设尺和人是复形.若丨，则 

H ,( K )^ n q ( D r 9 ez . I 

4.2 同伦不变性在同调群的计箕中的应用 

同伦不变性是计算同调群的有效工具,它常常可在很大程度 
上简化计算,例如，不难看出单纯锥的多面体是可缩空间，而显然 
由一个0维单形构成的多面体是零调的，即0维同调群是自由循 
环群，其他维同调群是零群.用同伦不变性立即推出单纯锥也是零 
调的（但第六章的计算还是必要的，在定义 /., 的过程中要用到这 
个结果)，又如，平环与5 1 同伦等价，因此它的同调群与义的同调 
群（即2维单形的边缘复形的同调群）同构.（对照第六章§ 4的例 
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2 与例 3 的结果. ） 下面再举几个例子- 

例 1 M 6 hius 带 X 的同调詳- 

图 7-10 是 X 的一个剖分 K 的展开图.设 
化） ， (a^a 0 )i a G ,a 2 ja h } ,它是 K 的子复形，并且是 I 幻的形变 


a L a 3 (3y 



^2 < 2 4 
03 7-10 


收缩核.记。 | L |—1 幻是包 含映射，则 s 

v ^ ez , 因此有 





q = 0 , 1 , 
q 參 0 , 1 . 


并且，设 ：= at > a 3+« 2 a 5 + a 5 d 。， 则 je : 是 K/J ( i ) 的生成元，因 

而是(尺)的生成元 • 


例2 


Kldn 瓶的同调群. 


个 


图 7-11 是 Klein 瓶的 
剖分 K 的展开图. 

H 3 ( ZO 的计算类似于第？ 
章§4的例4.对 K 的每个2 
维单形取相同的定向（替如都 
取逆时针定向），所得18 
维定向单形是 c 2 (/ o 的基. 

2维链 C 是闭链的必要条件是 
c 在这些2维定向单形上取相 
同的值.记^是都取1的那个 






图 7-11 


2 



，则2维闭链都应有〃^的形式.然而，在现在的情形 = 


，这里 + ap 2 + d z a 。. 因此只当 



0时 nr 。 才是闭链，即 
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H Z ( K ) = Z 2 ( K ) = 0. 

计算％(幻.设子复形 L 是尺的边框上的部分，〜 

〜），记尺产尺七■则 1 L | 是 I & I 的形变收缩核，从而： H ti ( L ) 

—//,(/£：】）是同构 + i 己 J3 ： 2 ^ a^ai+a^A +a 4 ^o ^ = d z a(a=a^a 7 a B ). 

根据§ 3中例1，拓 OJsZAL ) 并以 a 和〜 作力基.于是由 
: // 1 (/.)=只 1 (&)知# 1 和^ ! 在尺 1 中的同调类 <々> 和 U 2 > 是 

出（仏）的基. 

从& 和尺的 关系不难看出 

£〆&) (ZB^Ky^Z^K) = Z^K,). 

于是，用代数学的知识，有 

Z / KO / B'OO 

兰 (Z.iK^/B^K.yy/^B^/B^K,)) 

= HK x y), 

由子(^ 2 (/0只比 C 2 (仏）多一个生成元〜对 V 66 S t ( iO , 有分解 
式+730= 〆 +；^，其中于是，是 
由在仏中的同调类）生成的自由循环群(怍为 // iCU 的子 

群，及 (^^/ 万八 ^^ 是自由群 ！） . 注意到 3 2 (q—tr) = 2A— 之，这说明 
在尺 i 中之〜 2 々，因 此芪 ^^/^^^ 就是 /^ 义冲由 2<q > 生成 

的子群.这样 

H^K) ^Z@Z„ 

我们得到 Klein 瓶的各维同调群为 

( Z , g =0, 

J^( 2 P 2 ) 兰 <Z@Z 2 ，g = 1 , 

、 0, q ^ 0 t l* 

用同样的方法可计算出任何闭曲面的同调群■对可定向闭曲 
面，注意相应的^是闭链，从而拓 ur £ ) 兰 z ; 并且在&中=〜0, 

从而私^^^^(^^，/^(^，^/^(尺久我们列出闭曲面的同调 

群 如下： 



z ? 

^ T2 >- Z0Z©*..©Z, 


q - 0 , 2 , 

q = \ ^ 
g ^ 0 ， 1 ， 2; 


Z, q = 0, 

H〆 切 P 2 ) =1z@.".@z'0z 2> 9-1, 

0, 0,1. 、 

可定向与不可定向闭曲面在 2 维同调群上显示了不同.由闭曲面 
的同调群可看出 ：两个 闭曲面 S 与 Y 同胚( V ) 

与V同伦 等价+ 


习 B _ 

i + 设 x 是可剖分空间， /: x — 义是连 续映射，并且不满.证 
明 /* rt = 0 ( n ^ l ), 

2. 把三角形的三个顶点粘在一起，所 

得商空间记作 X ,求 X 的同调群. 

3. 把四边形的西条边如图 7-12 所示 
粘接在一起，记 X 是所得商空间*求叉的 
同调群. 

4. 设 X 是义的赤道上粘接一条 
Mdbius 带■求叉的同调群， 

5. 设 X 由三个两两相切的球面构 

成.求 X 的同调群. 



I. 
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第八章映射度与不动点 


拓扑不变性与同伦不变性使得同调群有广泛的应用，例如第 
四章中基本群应用的那些例子都可改用1维同调群.由于我们规 
定了各种维数的同调群，不仅能用它们解决低维的问题(如同基本 
群），也可解决髙维问题，下面列出几个比较直接的应用. 

(1) 不可缩，即与单点空间不同伦- 

« = 0显然0>0时，兰 Z ， 而 HMpX )- 

(2) 当《彳抗时 

设 ”，则 (5™) 兰 Z ，而 ( P ) = 0. 

(3) 当？1尹相时， 

否则， £"_\{0}^£ T \{ C )}， 从面 S tt ~ l - E ^\{ 0 }^ Er \{ 0 } — 

与 （2) 的结论矛盾. 

(4) 

(5) G 在0处没有同胚于 P 的开邻域，从而„维流形的边 
界点与内点的区分是有意义的. 

(4) 和 (5) 可仿照第四章中关于 n = t 的相应情形进行证明. 

本章中将讲几个深入一些的应用，涉及到映射度与不动点问 
题. 、I 

H 

§1球面自映射的映射度 

1.1 球面自映射的映射度的定义与性质 

I 

设 / : S n — S » /诱导出 /* j H n ( S n ^ HAS n ). 由于 
//.(■^)~2，八„决定一个整数*，使得 v « eH H CS rt ) ，广 
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祢整数 * 为/的 映射度 ，记作 deg(/)® t 

映射度有下列基本性质+ 

命题 8.1 (1) 若都连续，则 

degig ^ /) = deg (^) • deg (/) ; 

(2) 如果/2牙：5%则 

deg(/> = deg(f) ? 

(3) 如果/: S ™— S ， 零伦，则 deg (/) = 0; 

⑷ deg (id ) — 1 . 

证明 （1) 和 (4) 分别由命题 7 + 11的 (2) 和（1〕推出 〆 2) 由定 
理 7. 5得到 〆 3) 由 （2) 推出（注意常值映射导出零同态). | 

(2) 是著名的 Hopf 映射度定理的一半，该定理说维球面的 
两个连续自映射同伦的充分必要条件是它们的映射度相等,这个 
定理的另一半的证明比较难，并且下面我们用到的只是 (2), 因此 
不给出 Hopf 定理完整的证明了. 

下面都是映射度的应用.作为映射度的直接应用，首先来完成 

Brouwer 不动点定理的证明 * 

第四章中已叙述了 Brouwer 不动点定理，并把它的证明归结 
到证明 V …上恒同映射不零伦.综合命题 8. 1的 (3) 与 (4) ，直接得 
到这个断言，从而完成了 Brouwer 定理的证明. 

12 对径映 射的映射度及其应用 

球面 V 看作 ^ 中的单位球面， P 的对径 映射即 V 关于原 

点 O 的中心对称，记作 A : 夕.于是 

显然 P = id ， 因此 

( deg ( A )) 2 - deg ( id ) = 1, 


①和八„都是要通过&的某个剖分 （ K #) 来規定的，即 H n { S ^ - 
H ,( K ) J. h = (^ 1 仏 —/// A ：) ■可以 证明： deg (/) 与(尺， f > 的选择 

无关，在此不详细论述了 + 
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从而 


Ideg(A) 丨 = L 

剩下要决定 deg(A) 的正负性. 

命题 8. 2设 ft : S 〜 S 界 是对径映射，则 

deg(fc) = ( — 1)" + \ 

12明作复形 P 如下. 

记 < =(0,…， 0，e，0, …， 0) 士 I. 规定 

i 

^ = W; ，.“，<:) I 1 < ^ M < - <i,<n + 1 



ffl S-l 

图 8-1 中画出了 2 2 ,它是正八面体的边界. 

十1 

我们不难看出 PI = {(々，…，义 +1 )6矿 +1 | =1} ^ 

i=l 

它也是关于原点0中心对 称的. 记 | 公为中心投影，即 

由，… T^+]) = 2： __ ；(X! t— ^, + 1 )规定的映射，则 r 是同 

/«+] 

胚，从而 ONr) 是 P 的剖分. 
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记 |2! — 则 Y 是 t7| 上的中心对称映 
射.记 r y 是由 m 点对应< 决定的单纯映射， 

则 — k 、 因此 P 就是V的单纯逼近.约定 h^hLef … 

取、为 

f 「十1 

容昜验证 u rt = o , 即 

yv,0O= 

= 2 w .‘ k 、r 2 … Cr 

‘「±i 

口 (一 n 

按定义， deg(A) - (- ir +, * I 

如果 ?J 是正偶数，则 deg(h) = —1 ，从而 hy ^ id . 

定理 8.1 设《是正偶数 j : V— X是复叠映射，则 f 是2 
叶复叠映射或同胚映射. 

证明 因为义单连通 ，户 是泛复叠映射，所以户的叶数就是 
复叠变换群级 CS%/0 中元素的个数，要证 #^CS'p)<2. 

如果互6不是 id * V — 则发无不动点，即 

于是发(第四章§ 1例 2), 从而 deg(^) 

= deg ( A ) = ( — l )™ 4 1 = — 1. 

于是，若《 1 ，&£您（5\声）都不是 M， 则 deg(^ : 0 g2 ) = 

deg ( 发 !）• deg(^ 2 ) ^ 1 ，因此貧 ] 。 g^id , 同理扪 ffj—d ■则 g^ = 

g \ ° gi ^ gi ^ gi ^ 这样，逆(3'々）最多只有一个非单位元，即 

S n ，pH I 

如果《是奇数，定理的结论就不成立了.例如可构造5 1 到 S 1 
的任何正整数叶的复叠映射，又如V到透镜空间 IXp ， g ) 有 pPf 
的复叠映射. 

下面讨论球面上的连续切向量场. 

球面 T 上的连续切向量场是指对每一点规定 5" 在1 
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处的一个切向量 u ( x )， 并且 Wx ) 连续地依赖于 X . 如把看作 

«十1 维向量空间 ，则义 上的一个连续切向量场就是一个连续映 
射 p : S ^-^ E " 1 1 S 满足内积 vix ) * = 如果在 : r 处 v ( x ) 

二0,则称是 I 的奇点 • 

定理 8+ 2当《为偶自然数时的连续切向量场一定有奇 
点. 

证明用反证法.如果连续切向量场 t ; 没有奇点，则可规定 
/ : V— V 为 


fix ') 


■& Cr ) 


一 1 卜 ⑴ II ， 


V ^ 6 S\ 


因为 tKW • x =0, 所以 fix ) - x = 0, 从而 / O ：) 乒土: ^，\^6夂 

由此推出 / tid (从 /( d #— LV : r 65 n )， 和 / 二 / K 从 /0 r )7^， 
V ^6^) (见第四章 § 1 的例 2). 于是 h ~ iAt 夕 —5' 但 deg ( fe ) = 


— 1 ， deg ( id ) = l ，与命题 8. 1 的 (2) 矛盾.| 

如果 j | v (. x ) || =1 *5" (即总是单位向量，就称 r 是 
5" 上的单位切向量场.于是定理 S . 2的另一说法是：当《是正的 
偶数时， V 上没有连续的单位切向量场. 

在 n =2 时，定理还有一个直观的说法:一个球面上如果长满 
了毛发,不可能将毛发处处平顺地梳拢到球面上.也就是说在有的 


点上的毛发不论往哪个方向梳，总要与周围毛发的方向不协调.以 



■图 8-2 
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这种点为心的一个小圆圈上，毛发的方向不会是图 S -2( a ) 的情形 

(否则让圆肉各点处的毛发按圆圈上的方向梳理^就不是特殊点 
了），而是像 ( b ),( c ) 或者更加复杂的情形，即毛发在 工处“ 打旋' 
图 S -3 的 ( a ) 和 ( b ) 分别画出 了有一 个和两个旋点的情形 - 





阁 S -3 

在 T 2 上情况则不同，可边将7' £ h 的毛发处处平顺地梳拢在 
7 T £ 上，比如让毛发都顺着经圆. 

习 题 

1. 证明义 1 不是 D " 的收缩核. 

2. 设连续.证明在下列条件之一成立时，/有不 
动点： 

(1) /( 义 9 匚 ZT; 

(2) v ^ es n 与原点不 共线； 『 

(3) V^GS" 1 ， 线段 2 /( 1 ) 过原点. 

(这是第四章§5习题 S 的推广） 

3. 设/: 五"是嵌入映射，并且 pcr / an ， 则/有不动 


占 
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4* 设 /: / r —" 连续，井且/(义- 1 )^^一]，记人 y - 1 — 
V _1 是/在 Y _] 上的限制，证明 ：如果 deg (/,) 关0,则/是满的. 

5,设《是偶数，/: 连续，则 

(1) /或有不动点，或有点工使得 /0 c ) = —: r ; 

(2) 尸有不 动点. 


§ 2 保径映射的映射度及其应用 


2.1 保径映射的映射度 

称连续映射/: 5 n ^5 rt 为保径映射 ，如果( — 1)= 

— /(了），即 A 。 /=/ h . 

我们来计算保径映射的映射度，并由此说明它不零伦.这个事 
实有谇多重要而有趣的应用 - 

引理1若/:心是保径映射，则存在保径映射 f ， 满足 

#上/，并且关 V * 

证明 用单纯逼近的方法证明，沿用命题 8. 2的证明中规定 
的 P ， Y ， r 等记号,记/=/^ 。卜” 丨公公丨，则/也是对 

径的，即/。。尸.取足够大的自然数 g , 使得/关于 /.= 
(2)0 和 P 有星形性质 . i 也是关于原点 O 中心对称的复形，因 
此 Vaei °, su (— 二 v ( sua 〕* 于是当 使得尸 （ sud [ 

St 4 时, /( SU (— A ). 这样，可构作 / 的单纯逼近 p 

j 

= L — 公，使得 Va 6 L °， 〆 — a )= - 〆 a )， 从而 0 卜 I 也 

是保径的.令 r 1 : 5"，不难验证满足引理的要 

求 .I 

引理 2若/:义〜 V 是保径映射，则 存在保 径映射心满足 

反二 /， 并且犮( V 一 ，） 匚 V 一 1 . 

证明 由引理1，不妨假定 /( SH ) 式 S % 并且％+丄和心 r 不在 

/(义- 1 )中.规定 i : ^\{^\ , e ：,\ S a 为： 
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记舢 二广/^一 1 : V — 1 •则 0 匚义 、并且不难 看出心 

保径地同伦于 / If - 1 ， 即存在从 / pd 到 A 的同伦 i / u 使得 

M 0 (— P “）= — H 0 ( F , t ), V f 6 S n ~ l ,t 6 /* 


记 X = y _ l XfUAX {0} C 5 n + 是上半球面，即 S 〜= 

^ n+1 )| 2^- = > ol ) ，则 X 是 P + X / 的形变收 缩核. 

== L ” 

取 w SY X /- X 为一个收缩映射.规定 G „ : X — S 1 

… [/(尸）， t = 0, 

G ( Pjt ) = < 

U/ 0 ( 尸， o , 尸 e 5 ”、 

记 H+ = G。" S'XJ— 并规定 // 」 SU—S n % 

h_ cf,o =—//+(— p ， t )， v 尸 e 5i,i e l 

于是在 A X / 和 S B _ X / 的交集 y ix / 上， //_ 和 i /+ 的限制都是 

H 。， 从而可粘接 H + 和 / J _ 得到同伦 H :义乂/—^^它是/^的扩 

张， 并且 H ( p J 0 )= np )^ pes \ 规定 g 为 g ( P ) =//(尸，1)， 

^ pes \ 不难验证#满足引理的要求. | 

作公 的； 2—1 维闭链 


^-i = 

S a = 士 1 

它在 2™ 1 中，是 z,-〆：^ 1 ) 的生成元.规定公的 M 维链 . 

d - = S = (— 1)0]， 

十 1 

Z = - S = ( — D^V+i^-v 

'= 土 1 

则 ^ = d n + d [ iz n 的意义见命题 8* 2的证明） t K = — a n ^l = 

(一1)乂 i ，并且 4 = (— 1广 1 科是命题 8. 2中规定的单纯 
映射导出的链同态)， 

引理3 如果 P 的7?维链 G 的边缘在公 -1 中，则存在整 
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数是和/，使得 


C n = A 尤十 td \' 

证明 一般地（由 T 的构造可看出）存在 P : 的《 —1维链- 
和 tv i ，使得 i - 于是 

^ n c K = c n - 1 + c[_ l — 3,. i — 9«-1^1-1* 

因为在 " S " 』中，所以9„_ ^ Cn - I = f) n [ C n I = 0，即 G — 1 和“ - 1都是 
P 一 1 中的 《—1 维闭链，从而存在整数 A 和 h 使得 

-! = (— 1)如一， c n 1 = (— in _]， 

于是 

q = kl 十 Id、* I 

命题 8. 3 球面的保径映射的映射度为奇数， 

证明 只用对多面体 IP I 的保径映射论证. 

用归纳法(对《作归纳)证明.要证两个部分： 

(1) «=1 时命题成立； 

(2) 当命题对 n — 1 成立时，对《也成立， 

两部分论证的方法大体上一样，可同时 迸行. 

设/:丨 — | 是保径映射，根据引理2,不妨假设 

/(0- ] |)匚 l \. vif = f \ l ^- 1 ! = | r _ 1 |4|2 w -1 l ，/ 也是保 

径映射 _ 用引理 1 的方法，可构造/的单纯逼近(公，—2% 
使得0是保 径的， 并且容易验证，记 /■= 

/ °货=畀 & 乂 

(这里供：是命题 8. 2中的单纯映 射？^ 导 

出的链同态），并且 y ;( c (公- ' 

由于3,(人(4))=人_ 1 (3 1 ^ 11 ) = (—1)"人_ 1 (〜- 1 )在 y 一 1 中， 
根据引理3,存在整数6和/，使得 

Lid ：) = kd n 十 Wl , 
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从 A ^ d [ 的关系式 ( — IP — 1 科 Wrr ) ，有 

fAd [)= (- ir ^/ AfAdJ ) 

= (- ir ^ fjkd ^ + id [) 

= kd n -\- ld n . 

于是 AUJ 二人 W H ) 十人 （ c /:) = u + /) b ， 而 ‘是 HAP ) 二 
K (公）的生成元，从而得出 deg ( f ^ k+L 

(1) 的证明当„=1时，/: | 工 I —| S | 保径.并且 
/( | P |) c | n ， 而 f (O 
( E . 

Md ' HdAd 两边用1作用 

3i(/i(c/i)) - k Tl^d, + I d,d[ = Ck - t) d,d^ 

而 3 1 —，从而 

i (^i)) = f o( 3]</]) = f 4 = e 3i^i - 

于是 A — / 丨 =1 ， 推出 deg(/) = 6+/ 是奇数， 

(2) 的证明 

d'.)= ( — lrf. ,(3„ 义 ） =(—iy d„(fAdj) 

— ( 一 lY K 是尤 + 

- ( - irik-O 3乂 = (是 一 /)r … 

之…是 ur l ) = z rt ^ ( p - ] ) 的生成元， 7 , n - t = 

U 知 J ，因此 d eg (7)=£— 由妇纳假设知是奇数，从而 
deg (/) d+/ 也是奇数 + I 

2. 2 Borsak-UIam 定理 


Borsuk-Ulam 定理是利用保径映射不零伦的性质得出的一个 
著名定理，它有许多应用和推广. 

定理 8. 3 ( Borsuk-Ulam 定理） 设/ : 5"^£"是连续映射， 

则夕 上至少有一对对径点被/映到同 一点. 

■ 
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证明否则， Viewu ) 尹 /(一^).规定貧 




g (^) 




/( — 


则茗（一 x ) 




II /( X ) — /(— 文) 

gU )， Vx 65' 记 / i 


v t e 5 % 


s n 


s n 是包含映射，则 


h 

J 


a 


g 


» 

* 


5^5^是保径映射, 并且— £* 不满，从而卜 g 零伦 • 与命 


题 8. 3相矛盾 


推论 


若 A 


，丄是 Y 上的72个闭集，每一个不包含一对 


对径点，则& \u 八至少含一对对径点. 

P = 1 

证明规定连续映射/ : 为 

./U) = (rfOr ， A) ， … WOr,A ))， V X e 5 fl . 

由定理 8- 3知道，存在一对对径点 X 与一 X ，使得 / U )=/(—. T )， 
即 Vz +€ Z (: r ， A ) — ( i ( 一 jr ， 八).但是 ，: r 与 一 不能都在在中，于 
是 ( i (: r ， A )= d ( — 即 x 都不在 A 中 （ VWZ )， 因 


此它们包含在义\。八中 ，I 

P = 1 

推论中的条件 “ A ， … ，儿是 V 上的闭集”可减弱为 Mi ， …， 
A 是 V 上的闭集或开集”.在证明中定义/时，当 A 是开集时， 
就用 dOr ， 凡）代替原来的 A ) 就可. 

推论的另一种形式是 

Luste rni k-Sch nirelmann 定理 若 S ’ 被 〔n + 1) 个闭集 A ， 

…，九所覆盖，则至少有一个 A 包含一对对径点 * 

由上面的讨论，定理中关于 A ，一，儿 +1 的条件也可减弱为其 
中有 〃个为 闭集或开集. 

定理 S . 3的另一个有趣的应用就是所谓三明治定理，它的直 
观含义是:由两片面包夹一块火腿做成的一份三明治总可切一刀， 
把每片面包和火腿都等分为两半+下面用数学语言写出这个定理. 

定理8, 4( 三明治定理） 设圮中有三个可 测体积 的子集 A ， 
次和則有平面把每个儿都分成体积相等的两部分 • 
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m 8-4 n =2 时三明治定理的证明 

证明在 E 4 \ E 3 中任取一点作三维超平面 
垂直于(记怍 7 TU )， 如图8-4)，将 P 分为两个半空间，把所 
指的那一个记作私 (X) ，另一半空间记作 U ), 则 EU -^ = 

E 4 _ U ), 把£ 4 + (工川八的体积记作仍00,规定 /* 力 

fix) = {v^x) ^v z {x) ，巧 (: r )) ， v G 5% 

则 / 连续.根据定理 8. 3 T 存在工。，使得 /(々）^=/(—J：。） T 即 v t i ^ u ) 
=%(— jr n )G =l *2, 3) ，从而拉 f| A 与 疋 1 - (^) C\Ai 有相同 
的体积.记％是 rU。） 与禹的相交平面 ，则心 等分 A (i = l，2, 

3), | 

三明治定理可推广到任何自然数《的 情形; F 1 中任何《个可 
测子集夂，/1 2 ，…，戌可同时被某个 n — 1维超平面等分 - 

习 腰 

1. 设/ ; 5^5" 连续，弁且古 /( — Z ). 证明 
d e g (/) 是奇数 ■ 

2. 设 X 是可剖分空间，/: X 连续，井且满足 / U ) = 

n — jcWAS ' 证明 f * n ( HAS n )) C 2 HAX) t 特别当》是偶数 
时八“//此 )）=0. 

(对一个交换群 G ， 把由得到的 G 的自同态记怍饵，则 
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规定 〃 G : = Im ^ 它也就是 G 中全体能被 n 除的元素构成的子 
群。 

3. 设/: 连续，并且满足 /( d =/( — d ， V 工€义，则 

deg (/) 是偶数 - 

4，若/: s 〜 s n 连续，并且 /(—1) 关一 ，则 

deg (/) 是偶数. 

5.若/ : S ' V 是保 © 映射 ，则衍 <«■ 

§ 3 Lefschetz 不动点定理 

I , e f sc h e tz 不动点定理是关于可剖分空间自映射的不动点存 
在性的判别定理, Brmiwer 不动点定理可看作它的一种特殊情形. 

我们用实系数同调群来叙述并证明 Lefschetz 定理①. 

设 K 是复形 ，有％个？ 维单形 . K 的以实数域为系数群的 
q 维链群是 ii 上的％维线性空间，边缘同态 

3, : Q (尺； Ch (尺； 

则是线性映射 k 于是 尺; if ) 和也都是有限维线性空 
间，从而也是线性空间，并且 

dim(.H q (K ； R)) = dim ( Z / 欠 ； 《)) — dimiB^K } R)). 

单纯映射 k — l 诱导出从 c (尺 t / f ) 到 ca ;«) 的映射 

{%' C q {K } R) -C 9 a ； H)lg e Z}, 

其中每个 ft 都是线性映射.可规定重分链映射 

= c, ( 尺； —c,(k ⑴； i?)k e z }， 

%也都是线性映射.于是连续映射 /: | f |— UI 诱导线性映射 

设 H 是《维实线性空间 ， p : H — H 是线性映射.任取 H 的 
一个基 { ew ”， eJ T 则有 w 阶方阵4，使得 

①许多书中用有理系数同调群 + 

240 


( f (£[)， 〆 £ 山 …， 〆 e „)) = ( e ” e 2 , …， OA 

A 的迹数（主对角线上元素之和）与棊的选择是无关的，由 P 所决 
定，称为 p 的迹数，记作 tKp ) , 

定义 8.1 设 X 是可剖分空间，/: X — X 是连续映射，规定 

/ 的 Lefschetz 数 /;(/) 力 

dunX 

W ) := S (— ] ytr(J 

ti = 0 

定理 8. 5 ( Lefschetz 不动点定理）设 X 是可剖分空间，/ : 

X > x 是连续映射.如果人(/)¥0,则/有不动点- 

证明这个定理之前，先证两个引理. 

引理 1( 迹数可加性定理）设 H 是有限维实线性空间 
是线件映射，是//的线性子空间，满足 
P = ///仏诱导的线性映射， = P | 仏 ：, Rij 

tr(p) = tr(?%) + tr(^). 

证明记广 H ^ H / H 0 为投射.取 W 的基…, e 丄使 
得 Ui …， &} 是仏 的基 id h = j ( s ^ t ) ，则{^，…， Id 是 W /7 /o 
的基.设^是 P 在 h ，…，€_}下的方阵，则 Z 有下面的分块形式 

\ A , B ] 

A = ， 

[0 ^il 

其中儿是 / 阶方阵，它是 ft 在{〖1，…， £/} 下的矩阵; A 则拾为6 

在乂， …， U 下的矩阵.由迹数定义得结论. I 

弓 j 理 2( Hopf 迹数引理）设 K 是复形， {/, : C fl ( K ; R )^ 

C ,( K ; Ji )| g eZ } 是链映射，则 

dim^ iuskK 

0 i o 

( y ^ : 是{人}诱导的同调群线性映射) ■ 

证明记 X (尺 ; 及)—乙(尺;及)和 I B q ( K ； R )^ B ,( K ； 

if ) 都是人的限制，则有交换 图表： 
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林 




0 





0 


0 


Z,(K ； R) 





A K K -\ 

v i t 

0^-Z fl (K m t R) ^ ■" ^C q (k ;if)—(it; J?)-^0 

j 

用引理1，得到 

tr(/,) = tr(/- ? ) + tr(4), V 9 ^ Z, 

tr(/,) - tr(/) + trl：/:—。，V 9 eZ. 

两式相加，得到 

tr(/ fl ) - tr (/ M ) + tr(^) +- ti(/^ t ) f V g G 乙 

记 ? i = dimK ， 则 tr (/ I ) = 0, 又 tr (/^】）= 0, 于是 

n i 

2( - i， tr 仏) = 2( - mr( ，”） 

q =0 q =0 

+ “(/]) + (— mr (/' 

= 2(— l)' tr </^)* I 

v=o 

定理 8+5 的证明 我们钲明定理的逆否命题,即如果 / 没有 
不动点，则 L(/) = 0. 

■ 

规定 X — £_为 〆 X )= rf(h/G：)). 因为又紧致以有界， 

且在某点I。达到最小值&因为/没有不动点， 

>0•取 X 的剖分 K ，使得 Mesh ( K )<^/2. 不妨设1幻.取 r 

使 / 有单纯逼近 y : K ( 〜 K - 则 \ K \, ^(p(x),/^)) < 

W2 , 从而 d ( j ：^)) > S /2. 特别地对的任一顶点6, 
d ( bMb )) = d { hMh ^> S /2, 
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f 


对 K 的每个 g 维单形取好定向，得到的一个基 {&， 

巧，…，、}.设: c / k ;*)— 它在该基下有方^ 

阵 j = u ,) ，则 〜就是 lu ) 在&上所取的值.根据定义是 
，分割”成的许多定向单形之和，记？ ru ) = 5>„,则纥 u ) = 
Sn (心） . 对每个化，它的任一顶点旧―因而 #6) 不是&的顶点 
(否则 d ( bMby ) < 5/2) - 于是 fM ) 右” 这说明氕 u ) 在& I ：取 
直为0,从 而〜二 0， 

tr(^) = = °? V </ G 2, 

， ■ 

I = - 

{/ d 是由链映射 { D 诱导的，根据引理2， 

ditnX dimX 

Uf ) = X ! (— l ) fl tr ( A ,) = X ! (— iytT ( l ^ = 0. I 

rj=0 

例 如果则对任何连续映射 /: 

T 10 T g # 0 ， 

叉4兄，1(/)=奸（/.,) = 1，,因此/总有不动点.如1>\尸 2 以及任 

何可缩的多而体都符合要求. 

习 题 

1. 证明 L 00 是同伦不变量，即当 f - g 时 A (/)= Lk ). 

2. 设尺的 Eder 示性数; t (尺） 关 0,证明若/二 id : 

I 尺卜则 /有不动点， 

3. 证明射影平面到自身的任何连续映射都有不动点 • 
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附录 A 关于群的补充知识 


我们假设读者已具备群的初步知识，包括群，同态，同构，+ 
群， iK 规子群，商群，元素的阶，交换群(或称 Abel 群)等概念，以及 
循环群，自 [+1 循环群等具体例子. 

本附录介绍本书中要用到的太于群的一 些知识 . 要是有限 
生成交换群的直和分解定理和秧，以及群的交换化.交换群中的运 
算称作加法，用“一”表示_单位元记作0,相应地把平凡群称怍零 
群，平凡同态称作零同态，都记怍 0* 

t 自由交换群与有限生成交换群 

■ 

定义 A . 1 交换群 F 称为自由交换群，如果有子集使 
得可唯一表 示成乂 中有限个元素的整系数线性 组合： 

k 

x = rij-a -, a, G ^4 G Z, 

i=i 

称 A 为 F 的一个基. 

如果自由交痪群 F 有一个基 4 只包含有限个元素，则称 F 是 

有限基自由交换群. 

设 4 是自由交换群 F 的基， H 是一交换群，则从 4 到 H 的 
任一对应 0 : A^H 可按下式唯一决定同态 F—H， 

k * 

称 p 是0的线性扩张 . f 1 

定义 A . 2 如果交换群//有一有限子集 

使得 J 7 的每个元素； r 可表成 
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的形式，则称 W 是有限生成交换群_ 称 A 是它们 的一个 生成元 

组- 

命题 A . 1 交换群 H 是有限生成的是〜个有限基 
自由交换群的商群. 

证明设 H 是满同态，其中 F 是有限基自甴 
群.设{/〖，/,,…，人}是 f 的基，则显然 0 ( A ) ，…， yo 是 H 的 
生成元组. 

.取 ff 的生成元组…，…，〜}*构作 A 为 

F - ■{(«〖， …， /Ok 6 

则^在向量加法下是有限基自由交换群.规定对应 y : f — i ： [为 

I 

r 

X^i t ■" ^ n r ) = 从 ■则 7 是满同态 * I 

1-1 

推论有限生成交换群的商群也是有限生成的 .I 
根据本书的需要，从现在起，我们只讨论有限生成的交换群. 
设 H 是有限生成交换群 ， AG H 称为有限阶的，如果存在 
AM 吏得 rh = 0 . 记 h 是 W 的全部有限阶元素构成的集合，则 
是 H 的子群，称为 H 的挠子群. 

设是 H 的子群 t 规定 

c { h 0 ) ：={h e 只| 存在 r e 使得 rA e h,i 

它是 w 的一个子群 + 特别地, ar H )= ao )= 7 \. 

命题 A . 2 ( 1 ) w / fx //。） 无有琅阶非 0 元素； 

( 2 ) C ( H 。)/ 私的每个元素都是有限阶的. 

证明（ 1 〕设 A6H , 使得它代表的商群元素 a 〉 EH / 
是有限阶的，则有 rew , 使得即 rAeCCf / cO . 由定 
义，存在 〆 GAT , 使得，于是 = 

( 2 ) 由 C ( H D ) 的定义直接得出， | 

推论 HiTn 无有限阶非 0 元素. ■ 


引理设 n，n， …， r„ 都是整数，它们的最大公约数 （ n ,r 2 , 
…， r„) = L 则存在 AGGZ^Z)， 使得 


厂1 

P 1 

厂2 : 

_ 

_ 

m 

■ 


0 

■ 

* 

■ 

、厂《 , 




这里 GU(Z) 是全体以整数为元素、行列式等于1的 w 阶方阵的集 
合 - 


证明对《作归纳 .n=l 显然I 

设对 n — 1 已证 * ( q ， r ” …， r „) = 1■记 r = ('_] ，〜乂 则存在整 


数 J 和 f ，使得 作 A^GLKZ) 为 






由于(厂 m …山 -:，r) = (n ，…，7^，/>) = 1，根据归纳假设，存 

^.BeGLt i(Z), 使得 
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令 A 


B 


o 


A ，则 4 为所求 


Lo … o 1J 

定理 A . l 没有有限阶非 0 元素的有限生成交换群是自由 
群. 

证明设 H 是有限生成交换群，它没有有限阶非 0 元素.假 
设 H 的生成元组包含元素个数的最小值为 n , 并且，…，％} 
是一个生成元组.用反证法说明{^，七，自由生成 //. 否则， 
有不全为 0 的整数 r ls r 2 ，”，,％，使得 riai + r2 〜 + … + r,A = 0 .由 

干 H 没有有限阶非 0 元素，不妨可设最大公约数 ( n ， r 2 ，…， = 
1 - 由引理，存在 46 GU ( Z ), 使得 


令 （6 i ，6 2 , …，乂〕= …， 1 ，则（匕}也是//的生成元组， 

并且 

1 
0 

* 

0 
n 

n 

\ =2。孓= 0 - 

--I 

' j 

于是{~，…人}也是打的生成元组，它只有„一1个元素 • 与假设 
矛盾+ ■ 

推论设队是有限生成交换群 H 的子群，则 H / C (仏）是 
自由交换群.特别地， fl 77^ 是自由交换群. ■ 
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2* 直和 


交换群的直和就是普通群的直积概念.两个交换群和 
的直和 是一个交换群，记作，其集合为 

{ { h Y ^ h 2 ) \ h t ^ Hi,i — 1,2}* 

加法由 

("i ，力 a) + ( 方 i i/t 2 ) = (fi [ y h 2 + A 2 ) 

规定. 

任意有限个交换群的直和可类似地规定. 

设//有一组子群使得 VAe // 可唯一地表示 

n 

% h —• e ■则 w ]© … ㊉ 反） =//. (容易验 

{- = 1 1 J 

证， ( h ” fv、hj —办 給出由 n 到 // 的同枸）.在这种情 

… J 1 

况，祢 H 是 II \， II 2 ，… ，仏 的内直和(经常简单地称为丑和） . i 己 
作//二 ( i ) R ， 称仏 是//的直和因子(也称作直加项). 

人 =I 

设厂是有限基自由夂换群，（.八，/^…，/」足它的基，记(人> 
是 A 生成的0巾循环群，则 

^ 't 

F =©</,) ^ Z@^* ㊉ S = Z' 

厂： 

命题 A .3 设 的子群，/即 VA 6 W ， 

有表承式 A = fti + h 2 f /,), 并且认 PlJ ^2 = 0, 则 H ; H '@ il z + 

证明 只须证明对 AG //， 表示式 h — fi l + h 2 ( h t 6 // a ) 是唯一 

的.若另有 h ^ k } ~\~ h 2 yh t G //, ， 则 A〗 一 h x -\~ h 2 — hr A = 0 ， 因而 h '— h \ 
二 hr - / i a G//i r ) H 2 = 0,从而 h — A ; = K 二 A 2 = 0,即 A ] = h \ ， A 2 = 
h [. I 

命题 A. 4 设 j : F 是满同态，并且 F 是自由交换群，则 

i / 兰 Kerj ㊉ R ( Ker 戸厂](0)，称力 j 的核 ■) 
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证明取 A 是厂的 一个基.规定对应0 : 使得 VaG 

A , j ($( a )) = a . 由0线性扩张得到同态史： f+i/， 它满足 j 

id : F—F •从雨屮是单同态 IkeH ， 记 h 产軏 jQOhhfk—h^ 

则 A i e Kerj ， A s e Imp 如果 Ker) H In^， 则 有 fQF ， 使得 ?(/) 

=办，于是 A=〆 广 p</)) ™p(j(A))^0 + 由命题 A. 3， 

M = Ker>© Imp 兰 K 叩 ㊉ K | 

推论设//。是有限生成交换群 H 的子群，则 

H 兰 C (%)©(/// C ( W 。））， 

特别地 t 

■ 

3. 有限生成交换群的秩 


设 H 是交换群，记 /T 是所有从//到 /(( 看作加法群)的群同 

态的集合，在中规定加法运算和数乘运算 如下： 

v / we //% 则 f + g € fr ，规定为 

(f + 幻⑻ = m) + g(h )， v a e //； 

V /6 /Tt 则 KfW ，规定为 

(r/)(A) - rf(h), )/ h€ H. 

不难验证，在这两种运算下 / r 为实线性空间. 

设 r 仏―// 2 是同态，则 v / e /^，/。 pe//r ■规定 y : 

为 f (/)=/ 。不难验证史‘是线性 映射. 容 
易看出，(只。於 ）* = 。涔；若 p 是同构，则也是同构. 

I 

例如，=*(1维实线性空间）；设 g 为有理数加群, G* = R ; 
若 H 的每个元素都是有限阶的，则 /T =0( 习题 6). 

命题 A .5 (1> ; 

(2) 若//。是 H 的子群，并且/////。的每个元素都是有限阶 

的，则 // 彳兰 / T. 

证明⑴规定 — •如下: V (/,，/ 2 ) 

e//； xH ; ， 令 VA ， foe (仏 ㊉ H Z ：T 为 
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^(j\j 2 )(k 1? k 2 ) - Mho +/ s w 山 h” 

则 [ 是线性映射.若 Kif , ，/ 2 ) =o ，则 v M e 

/i(^i) = f(/i 7/2) (a l ?o) ^ 0* 

因此厂 = 0. 同理乂 =0,从而 (/ M / 2 ) = o , 这说明 C 是单的.设 
(故 ㊉ 从）*，由 规定由 / £ u 2 )= g ( o , 

心)规定 ?(/, 从而？是满的.于是?:是同构. 

(2) 记纟： w 是包含映射.下面 iitr !//*〜//〖是同 
构. 

若 r (/) = 0,即.由 H / H , 的元素是有限 
阶的，知 C ( H 。） 二 H ， 即 VAe //， 存在 reAT ， 使得■于 
是 「/( A ) =/ XrA ) = 0, 从而 /(/O = 0 .由 A 的任意性得出/=0.证 
明了 r 是单的， 

— /?为 f(h) = ~g{r h h ) , 如果4 | r ， 从而 /( A ) = 

r h 

~ g ( rh } ,由此事实不难验证 /6H' 显然〆 （/)=々 r 是满 

的 .I 

定义 A. 3当 H 是有限生成交换群时，称线性空间 /T 的维 
数为交换群//的秩，记作 rankH. ^ 

于是 rankZ = 1，从而根据命题 A. 5(1) ，当 F 是有限基自由交 
换詳，并且一个基含 n 个元素时， rankF = « t 由此可见有限基自由 
交换群的每个基含有相同个数元素. 

对于一般有限生成交换群 H ， 因为所以 
用命题 A. 5中的 （l)，/T=7^X(f//7Vr=(///7^)*， r a n kf/ 
= rank ( H /7V) 是有限数 • 

我们要指出，许多文献中对所有交换群都规定秩，并且定义方 
式与这里不同，但对于有限生成交换群，意义和本书中是一致的. 

定理 A .2 设是有限生成交换群//的子群，则 
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h 



rank // = rank // 0 + rank (/ J / f / 0 )* 

证明因为 HSC (仏) ㊉ 07/ C ( H >))， 所以用命题 A , 5(1) 

rank // = r ^ nk ( C ( W 0 )) + rank (///C (//,)). 

// dCCY //。）， 且的元素是有限阶的*从而根据命题 

A . 5(2), rank < C ( i / 0 }) = rank // o . 剩下只用证明 rank ( H / H ,) = 
rank ( f//C 

根据代数学中的定理， 

而且 //./ C ( H 。) 是自由交换群，于是 

H/H,^ ca/。）///。 ㊉ H/C{H,) , 

rank (///// 0 ) = rank(///C (//,)). | 

4. 有限生成交换群的直和分解 

设 f 是秩为 n 的自由交换群 . F 中元素称为可除的*如果 
存在自然数 r > l ，和々£ / M 吏得 

取定 F 的基{:…，％}，设 X = IJra ， 则 Z 不可除 

r=l 

令，.••，'的最大公约数 ( n ， r 3 ，… ,rJ = L 

当: r 是某个基的成员时，不妨设&，》，••• Od 是基，则 i 的也 
标为_(1，0,…，0)，这组坐标的最大公因子为1，故^不可除.反之, 

n 

若，不可除，不妨设对子基 {> }，有 z = !] r ,： y ,，（ n ， r 2 , …，〜）= 

J " 1 

1.则由前面的引理，存在 z e GL 2( Z )， 使得 


， \ 

厂 1 


r r 

r 2 

W 

M 

— 

0 

* 

■ 

■ 

, 


■ 

L 0 . 


则 U ，…， ；}:={(» ，… aM — 1 } 也是基4=4.我们证明了 

命 S 不可除是某个基的一个成员. | 
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命藤 A -7 VreA 存在唯一自然数 r 和不可除元素使得 

2 = 称 r 为: r 的高度，: z：i 为 i 的底 * 


n 

证明任取基 h 1…， >} ，设 r = Uo 记(〜，"，，「,）， 

1 =] 

ri. 

xj = 2 . 则 a 不可除，且 ^=^i* 

TT \ r 

若另有其中，也是自然数， d 不可除 ，记/ 二 


文 X ： Vh 贝! I = r T r | * 于是 r = (/■”.“，〜）= ( r f r ; ，…， r 『 r :) = 

i=L 

r } ( r [ ，…， r :) = r ’ ； r (工 t — 文;） =— 了 = 0,因此工] = 工'卜 I 

定理 A. 3设 F 是秩为《的自由交换群， f。 是 F 的子群，则 
尸。也是有限基自由交换群，其秩并且存在 F 的基彳^，…， 
x n ) ，使得 Wix] ，…， U 是 A 的基，其中 ki ^： N ，泛 h |i Y+1 (z = 1, 

…， J — 1 ) + 

证明对 F 的秩 a 作归纳证明.《 = 0时结论显然成立. 

设对秩为 n — 1时结论成立.考虑秩为《的情形*设^的非零 
元中4在 F 中高度最小.并设I是 a 的高度.设 a 的底为^，并 
设{^：1，工”… »r R }为 F 的基.记4是 A 生成的启由循环群，，是 
U 2 , …生成的自由群肩 F=A ㊉ f ■记戊=&04(它是 a 生 

成的自由循环群）,^ =仏门尸、下面验证 F , = A ,® Fl 显然 A d 门 


〆 = {)■ V6G F。， 设6 -= •若 Un， 则存在 /6Z , 使得0< 

i = l 

A+ZaGF。， 其高度= (n 十 M!，r 2 ，…， rj ，矛盾，说 


明是 1 ki* 于是 & = ga 


n 4 

+ 其中 fa G At 由 

j-2 政 ' i=2 


命題 A, 3，f & =A Q ©i^- 

因为 F' 是秩为 《 — 1 的自由交换群，所以对 F ,K 可用归纳 
假设，取 U;, …， x:} 是尸的基，使得 U 乂，…， iU:} 是 K 的基，并 
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且岛 I 九.^=2,…， j —1). 于是，1^3 ，…，工„}是 F 的基，{&]_工1， 

是“，… } 是仏 的基剩下只用证 m F 。 中元素 k ^+ k tJ r ! 2 
的高度按约定它不比 I 小，从而(1,1)=、， 

m I 

定理 A . 4( 有限生成交换群基本定理〕 有限生成交换群 H 

可分解为 

— 为自然数為十 


(i = 1，…， J 一 1 ) ， 

其中心 是秩为 ratikH 的自由交换群 ， k 2 d 由 H 确定，称 

I 

为 W 的挠系数. 

证明 根据命题 A. 〗，存在有限基自由交换群 f 和满同态 
3 * F —H， 记 F 0 = Ker). 根据定理 A. 3,存在 F 的基 U，m，-.， 

^ n ) ，使得 UlA ，…是的基，并且 1+] \ ki ( i ^ 1，… ，广： U 注 
意夂的大小次序的改变），于是 W 兰 F / F 。 兰，其 

r 丄 J 

中 A 是自由群，其秩等于 rank//. 剩下只用证I，…，怂的确定 
性 ■ 

设 H 的挠于群为 r， 则 r 兰厶㊉…㊉ z v 设 H 还有另一分解 

式 // 兰 〆 ©z,;® …㊉ z 心 r 兰 z*; ㊉…㊉ z 〜. 总可假设 
y= Y ，否则在短的一方后面加上几个 Z] = 0.下面用反证法证明: A, 


= k \ ( i = 1，…，，)• 否则，有 r ， 使得乂而 ki = k f i ，/ <，时,不妨 

设 k r < c 考虑有限群 IT 的阶（所含元素个数).一方面 KT ^ 

… @^ z v 其阶力 
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因为 -4^- ，所以两个结果+相等，矛盾. ■ 

( K ) 〜 

5. 群的自由乘积，自由群 

■ 

从现在起，我们转向一般群（不必是交换群). 

定义 A . 4设 { GJAe 山是一族群，规定它们的自由乘积 

^ G 是一个群，作为集合 

长 G = {々心…心丨 H 是某个 G A 中的非单位元， 

Af A 

工•与 a + i 不在同一 g 中}， 

i 

其中^ = 0的元素只有一个，记# 1;乘法规定如 下:设 和 

: VW …> 是两个元素，如果纟时心_, + 1 与 y 属于同一个 GajSl 

^ V . j f = l ， 而与 ：yu I 不再有此性质，则它们的乘积为： 

( AV - x 》 _ (: yw ‘： y m ) 

_ A … (A 0^+1) …;^，若 A -/，3 ?/+i 在同一 Gi 中； 

乘法的结合律的验证较繁琐，这里省略了.按照定义，每个 G 
可自然看作的子群- 

iie a 

命匯 A . 8设//是一群 ， VA € A 有同态力；//，则存在 
唯一同态/: 使得 /| G ,= A , VA & A . 

证明/在每个 G 上已有定义，于是可规定 

/(wx rt ) = /(^i )”，/(&)• 

不难验证它保持运算 .I 

有限多个群 Gi ，…的自由乘积也可记作 * C ； 2 * 

但其中 G a 的顺序是不重要的. 

本书中只涉及到有限自由乘积. 

记 A 是包含映射.取定 A 6土怍同态 A : G ,- 

J t ^ 

G 、 ％若 A 关‘则乂 是平凡的， 乂。= id , 用命题 A . 8,得到同态 
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9 ^ 1 — G v 使得 ' a U 平凡 ， V A 关 I 

定义 A .5 群 C ； 称为自由群，如果有子集 4 CG , 使得 Vr 6 G 

可唯一地表示成如下形式 

jr. = f a, G A,a t ^ a ftl ^ 

kSi — 1 ，2,…， n ) 是非零整数， 

称 A 是 G 的一个自由生成元组+ 

当 G 是自由群时，都不是有限阶的，因此它生成的子 

群&>是自由循环群.比较自由群与自由乘积的定义，不难看出 

命睡 A .9 如果 G 是自由群 M 是自由生成元组，则 

G 兰 * <a). | 

\ 

6,用母元和关系表示 一个群 

拓扑学中，常用母元和关系来表现一个群.在许多场合，这种 
方法有几何直观性，应用起来方便而自然. 

设 X 是一个非空集合 . Vx 6 X ， 可构造一个自由循环群 ZCr ) 
如下： Z (: r )= { j： n ，乘法为 / * /二: r n+rat . 

规定自由群 


工 ejr 

则 XCF ( X ), 井且是 F ( X ) 的一个自由生成元组.称 F ( X ) 是由 X 
所生成的自由群. 

设/?是 FOO 的一组元素， [/?] 是由 i ? 生成的/ XX )的正规子 
群(即包含/?的最小正规子群），引进记号 

{X ； R} 

它是的一个商群. 

设 G 是一个群， X 是 G 的一个生成元组.于是自由群/ XX )的 
每个元素4…4 (A ex ) 自然地决定 g 中有同一形式的元素，由 
此规定了从 F ( x ) 到 G 的一个满同态.因此 G 可看作 F ( X ) 的一 
个商群，记上述同态的核为 N ， 则 G ^ nX )/ 从如果 F ( X ) 的一个 
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元素组生成的正规子群就是 W ， 则 G 二把；£：与 i ? 一起 
称为 G 的一个表示，它们分别称为这个表示的母元组和关系组. 
当 X 与及都是有@集合时，就称 X 与 R 为 G 的一个有限 表示. 

如果 X 是 G 的自由生成元组，则 G = F ( X ) ， 于是 

或简单写成 

下面再给出两个简单的例子. 

若 G 是以 a 和 6 为基的自由交换群，则 

G = {a f b ； aba~ 1 b~ J 

设^是《阶循环群厶的生成元，则 t 

2 n = {x ； x M } m 

用母元和关系来看群的自由乘积，有很简单的表达形式.当两 
个群都用母元和关系来表示时，则它们的自由乘积的一个表示可 
用以下方式 得到: 把两个群的母元组作无交并，两个群的关系组也 
作无交并，分别得到自由乘积的表示中的母元组和关系组.以上结 
果的论证这里略去了. 

7. 群的交换化 


设 G 为群, Va ， 6 € G ， 记 

[a ， 6] = a 一 1 b‘ l ab ， 

称作 a 与 b 的换位子 + 容易看出记 

G ' = k e Gb 是有限个换位子的乘积 
则容易看出 G 是 G 的子群，称为 G 的换位子群. G 还是 C 的一个 
正规子群.因为如果 deG ， 则 

y~ l xy ^ 弓 G* , 

记 n = G / a . 不难验证, 5 是一个交换群，称为 G 的交换化. 

命题 110 设 /: Gr ^ G 2 是一个同态，记 G | 是 G , 的换位子 
群，乂 是投射(/ = 1 ， 2 )，则 /( G !) cd , 并且存在同态 7 : 
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，使得右边的图表交换， 

证明因为 d 由6的全体换位 
子生成，而对每个换位子 >>], 由于 

/( G ；)(= G ；. 于是 h & /(0 = 0,从而 

它诱导/:巧一巧，使右面图表可交 
换- I 


Gi 




G 2 



h 




―^ G 



当 g 2 是交换群时 , G 2 = g 2 , 于是上面的图表变为下边的图表, 

并且 d ( ZKer /- 



^2 


现在假设/ : G ^ G Z 是满同态.记 Go ^ Ker /,；, < G 1 ^ Q l 是 
投射■设， A — GWG Q ) 是投射，则"义 = 从而诱导出 
同态/ : S〆 乂 〔 G 。）， 使得/。/=> °_7 i , 或者说有下面的交换 
图表.在这些规定下，有以下命题. 

■ 

G , --- — k 

-I 


G' — ■ — - ™^Gi/>i(G.j) 

命 HA , 11 Kerl = G^}kM 0 , /> t iG ,) - 

证明因为是交换群，所以 G 【 CKer /. 只须再证 

Ker/[G;- 


Vgs GKerZ ，取扪 于是广 >i Cffi) = / " /(ff T ) = 

■ 
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从而人 （及 i ) e i : < G r ) ，即存在发 o eGo , 使得 (^ 0 )= 

ji ( gO . T 是 > i gz = f ( g ^ l )^ G f 2 . I 


推论若 / 1 G ^ G Z 是满同态， Ker /= GY 设 7 1 Q 是 

/ 诱导的同态（命题 A - 10) ，贝! 1 



Ker 7 =力（0,)，其中上： O ^ G , 是 

〜 投射 ■ 

^ 证明 根据命题 A . 11，有同构 

h * CWGo )— G ” 使得 。 1 = 3 ” 

见左面图表.于是 
CA - j ) c j x = 。/， 


即 A 。 j : G 就是/诱导的同态夂从而 Ker 7 = 

(A 。 >) _1 (0) ^> -1 (^ _, (0))=> -1 (0) = Ker>= > ; 1 (G 0 ), | 

命题 A . 12 • 

证明记 G : 是包含映射， A = l ，2; 记 ft * G , * G z 

-^ Gi 是满足沪。 i ']^ id,pi ° i 2 平凡的同态 • 则有巩： G 〗* G 3 -* Q x 
和？_ : ，使得^。 ? i=id ! Q (习题 10)* 根据习题 

4( 或习题 11)， G 〗* G 占$ ㊉ Ker 外，只用再证明 Ker p =5 a . 



根据命题 A . 11 的推论，我们可得 Kerb = >, CKer ^) = 

h ([ G 2 ])([ G s ] 为<^ * C £ 中由仏生成的正规于群，习题9说明了 
[ G 2 ] = KerpJ ■而 j — ( CG 2 I 1) = >* < G 2 ) = 7 2 ^ > Z ( G Z ) = Im 7 2 . 7 2 

与 ？ i 一样，是单同态，从而 Imh 兰 G 2 . I 

用归纳法可把命题 A . 12 推广到有限自由乘积的 情形： 
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腎 


^ Ci 

1= 1 T = I 

例如 G 是自由群，基 A 中有 Z 2 个元素，则 C 兰 Z * …于是 g 是 

n 维自由交换群.下面两个例子的结果在第四章用到. 

例1设 G 是自由群，•“， a m } 是一 个基. b ^ a \ a \*^ aL . G 0 

是 b 生成的正规子群，求 G / G , 的交换化， ^ 

记广 G ~* G / G 0 的投射，则有满同态？ ： 5—57^ .根据命题 

A -11 的推论 ， Ker 从而兰 G / 九 ( G 。）. 根据命题 

A . 12 ， G 是秩为的自由交换群，并且若记 2. = j (7(4) * 贝 ( HA ，2 2 ， 

m 

… . sj 是 e 的基 ; 而允心。）是允(幻= 2( 2毛）生成的自由循环 

【=1 ■ 

ffl 

群.记2; = ，则{泛;而，…也是 G 的基，并且 Jg ( G ^) 是23; 

i=l 

个 

生成的子群.于是 57 G g z © … © z ㊉ 毛. 

例 2 设 G 是自由群， { a:A } 为基 ■ c = [〜，匕]… 

U A ] ，记 G 是^生成的正规？群，计算 g 7 g ,- 

做法同例 1. 但现在 Go ^ ,因此 ; c ( Go ) = 0, 于是 ' 

,_ ^ 、 

67^兰 G 兰 z ④… ㊉ z , 

习 題 

1. 设 f 是自由交换群，/^和// 2 都是交换群■又设 i : — 
H , 是满同态，/ 3 : F -^ H , 是同态，则存在同态 A : F ^ H it 使 

得 j ° 

2. 证明两个有限生成交换群的直和也是有限生成的. 

3. 设 F = ^ ㊉ 仏，其中厂和^都是自由交换群，分别以 A 
和 A 为基，则 F 也是自由交换群，以 A X 彳 0} 1 J {0} X 4 2 为基. 


4. 设 和// 2 都是交换群,/， // i — 和 //!是 
同态，满足 h g = id . 则 

H, - ㊉ Kerf- 

5. 任一非空自由交换群有直和因子是有限基自由交换群- 

6. 若//的每个元素都是有限阶的，则 i /*=0. 

7* 若^是满同态，则 < 是单的 • 

S . 有限生成交换群的子群也是有限生成的. 

9. 设灼 ： G * G a -^Gi 满足坍 & ^ /' 2 平凡，则 Kerft 

是 Q 〃 G 2 中由 G 2 生成的正规子群. 

1 C - 若兄： G ,^ G z , f 2 * G £ — G 3 . 证明 

mi 

11. 若 G 。 是 G 的子群，并有同态 G ) G 。 使得 *' = id , m 

5 = Im i® Ker <p. 
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附录 B Yan-Kampen 定理 


假设 ^， X 2 是拓扑空间 X 的两个子空间，交集 x ^ x . nx , 

非空.记 A : X 。— X,(Z = 1，2) 和 d I 
兄 — X « = 0， l ，2) 都是包含映射，则 

2： D 沁= 4 ， 1 — 1^2. 

或者说有右图所示的交換图表. X 

取定^ e x 。* 在自由乘积 
7 Tj CXl ， X 。） 中，由子集 

{Ui)A<x)U 2 )A<x~ l ) 卜 6 『 1 ( 叉。，工 

所生成的正规子群记作 G , 并规定 

在以上的约定和记号下 ， Van - Kampen 定理可表 述为： 
Van - Kampen 定理如果 A 和构成 X 的开覆盖，并且 X 

和 X 。道路连通，则 ^ 

■ 

?Tl(JCjXo) = JT. 

证明由第二章§5的习題5知道，从 X 和不 道路连通推出 

兄 和不 也道路 连通. 

由同态 (dk : ?Ti ( X / ( X , x & ) (/=1，2)决定同态 ft : 

n ( X , A ) (见第四章§5习題 1). 于是， 

VaG ； Ti ( X 0 ， x 0 )， 有 

Ci z )A^~ l )= (〆])〆!■ 】），（《 )(< XG^Or 1 ) 

=“ 丄⑷ ( 认 (n) = 1， 

从而 GCZKer 许，科诱导出一个同态： 

h p ! X JTj (X ，Xoh 
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下面验证 P 是同构，以完成定理的证明. 

史是满同态 只须证明是满同态 • 由于 

兄和 X 2 构成 X 的开覆盖，对于道路 a ， 可取到足够大的自然数 
〜使 得当将/=[0,1]等分为”个区间 h . h .-. K 时， a 把每个 A 

映入兄 或^ 中.对每个分割点 ^ih = i ， 2 ，〜，《 — n ， 当 

f r 

的道路叫，记 

tV Q =7^„ — % ( A 处的点道 路). 记是“.人决定的道路 ，它是 兄 

或 A 中的道路*当它在足中时，取4 e cx £ , 
a ) (如果既在；^中，又在中，任意取定/为1或 2 )+记 7 = 

e ^i(x, ^ 0 ) * ^(x, 而） ，则 - 

?%(/)= {€^a^i l w^a 1 wi l **'w n _ x a ll €^) 

= { a ^ a z — a A ) = < a >， 

即 < a 〉 eIm 料.由 < a > 的任意性推得9%是满同态 •， 

P 是 单同态 这部分证明较复杂,先作一些技术准备.对 K 
或； f £ 中在: r 。 处的闭路 b 我们来规定 JT 中的一个元素 [ m ]+ w 在 
足《 = 1或 2) 中，它代表了? ^( Xmx 。） 的元素 U > m 将其肴作 
jr ,( X 1? ^ o ) 中的元素，就决定了 ? r 中的一个元素，也就 

是 U ), 的 C 陪集，问题是当《在 X 。中时，它同时可从 A 和 X z 两 
个途径决定托中元素，即的 G 陪集和 U > £ 的 G 陪集. 然而，若 
记 是& 代表的中的元素，则 

{ u)i = (心) jt (〈 m 〉 o) ，Z = 1，2， 

< w >! ( w >2 1 = 0\) jr (< M ) o ) Cr 2 ) ) r (< w )^ 1 ) G Gi 

从而属于同一个 C 陪集.因此 W 总是唯一决定; T 中的 
一 个元素，将它记作 DO . 不难看出 

G ) 若％咖都是 X 。处闭路，且在兄或 A 中，则[«此] 

= [ m ]][ w 2 ]. 

Cii ) 若^1；都是 A 处闭路，并且在尤或义中则 U ] 
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a 


h 


n 


/ 


e X t ( l = 0，1 或 2) 时，取足中从 x 。 到 fl 



=w. 

现在来证 p 是单的 * 设使 〆 如）= 1，要证 a *= l _ <V 
是巧(又,：^) 的一个 G 陪集，设它含元素 

■” <1、，其中 G a iX ^ jX ^ ，/ A = 1 或 2 (/i = lr ，*， w ). 于是 

w = D 2 i ][ A ].._[ a «]. 

构作 ☆处 闭路 a ， 使得 a I 人二决定的道路就是 
〜， h 二 1， …， w ， 则 a 代表的 ^( X , x 0 ) 中的元素 

r 

<^i> = {a^){a 2 ) — {a n ) = {a 2 )i^'{a Jt ) t ) = ^K<o) — 1, 

L v ■ 

从而有 a 到、的定端同伦 // t IXI ^ X . 

取能被 n 整除的足够大的正 
整数 m , 使得 JX / 等分成的 m 2 个 
小正方形的每一块被 H 映入 

或 U 己八 I ； = = 

; m tn j 

…，把//在线段和 

上的限制道路分别记作 
^和％ *( 见右图）■当 HiA }k ) e ^(/ = 0， l 或 2) 时，取兄 中从心 
到 H { A jk ) 的道路叫（如果 HiA jk ) = j :。， 则记^、乂 

规定 T 中元素 

A jA = [_Wj - 1 iWyiW^ 1 ], 

Mfi = [WjA 

则 ; /W = 1 T 并且 

Ki -1^ = [« V_i 

=[_Wj - ik . 

~ 朽 -l k^jk- 



于是 


= h li 心心 1 
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记…必），则 V * = 0，“ ■，/ « — 1，有 

7* - 1 = ^li-i^JJ — 1 

= = 7** 

于是 7(=7« = ^»^2™ m ^ l » = l - 

记 r = 则 

n 

a h ^ 仅 rfi 十 1 0 M r* 十 2 0 ^ 

[ A ] = 斗 1 O ^ rA +2 0’’’々<卜 1> 0* 

于是 7 t ) = [ ai ][ a 2 ] m [ a n ]=^. 从而 ^=1* 

定理证毕 .I 

定理的条件中， X 道路连通可以去掉,因为当 X 不道路连通 
时*只用把它换成 X 。所¥的道路分支 .- 

下面用母元和关系的语言来表述 Van - Kampen 定理. 

设拓扑空间X分解为开集足与义 2 之并，使得交集 
^1 非空并且道路 连通. 取定基点 ^ 0 eXo- 设基本群巧(X,,心) 

有表示 {A，ZO, 其中凡是母元组，况为关系组，/ = 0，1,2.记 
[i ' 又 [)— 足是包含映射，纟=1，2.规定 j 4! |_l A 上的关系组 

R :- A}- 

Van-Kampen 定理在上面的记号和约定下 ， a ( X ，^) 有表 

示11 乂 2 ;及 U 私 I ]及 h - 

( U 是无交并的记号). 
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附录 C 链同伦及其应用 


本附录先从纯代数的角度回顾第六、七章中提到的链复形和 
链映射的概念，然后提出链同伦概念，并用来解决第七章中的两个 
问题. 


1. 链复形 、链 映射和链同伦 

定义 C .1 链 复形是由交换群序列和满足条件 
V ] a 3 fl = 0( VgGZ ) 的同态序列 {3, : 构成的代 

数组合体，记作 c ={ c ,;3,| 9 ez ). 称 c , 是0的《 维链群 ，称3, 

是。的 9 维边缳 同态. 

称 Z ? ( C ):= K er % 为 C 的 g 维闭链 3, + 1 是0 
的？ 维边缘链群. 从 = 0 容易推出尽 ( C ) CZ / C ). 称 

M . iC ) : = Z q ( C 、/ B q ( C ) 为 ’C 的 9 维同调群. 

定义 C .2 设 C 和 C ' 是两个链复形，同态序列 ？ ={妈 ： 

C :| 9 ez } 如果与迪缘同态交换，即 Vgez ， 图表 


Q --- 1 





c 




_ _ 


9V i 



可交换，则称 p 是 c 到 cr 的一个链映射，记作 P : cc 

当 r c — 是链映射时， K ( Z ,( C )) C ： Z ，（ C f ), 并（八 ( c )) 
C 戌 ( CO ，从而 ？ 诱导出同调群同态9^ t H ^ C )^ H q { C ( ), 

如果？： c ^ c , 4 5 c — 都是链映射，则 < 1二以。幻 
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是从 (:到 c 〃的链映射，并且 

(9 ° V 、， 9-^ Vg 6 Z + 

设 C 和 C 是两个链复形，£|=彳认： C ， C “、 IgGZ } 是一系列 
同态〈不必与边缘同态交换).由 D 可规定链映射 P D = : C ,- 

C ； igez } 如下(见下面图 表）: 

9? = h i & 3, + 3^.i 6 D v , 

则 

9^ if — ?f-i fl ^ 

= 3 ? w D fl -i & 3g — Z) ? 3 ? = 0 ， 

即?^与边缘同态是可交换的，因此 

确为链映射. 

V<^)e// ? (C),JH!J 

— (3 ^-n * 9 (^) ) ~ 0, 

因此 V ?， 

定义 C ,3 设 C 和 C 是两个链 
映射，是 C 到(^的两个链映射， 
如果存在同态序列 D={A 1 c / g +1 M 吏得— w 则称 p 与 

<P 链同伦，记作称£>为从 P 到0的一个链伦移 - 

显然，当 时， 

2. 零调承裁子 



复形 K 称为零调的，如果 


H 乂 K ) 




Z ， 

0, 



Q 


q ^ 0 


f 


定义 C .4 设 K 4都是复形， K 到 L 的一个零谪承载子 f 是 
个映射，它把 k 的每个单形 £ 映为 l 的子复形 e ( i > ，并且满足 

(1) 当 寸，芒 
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(2) SQ ) 是零调的. 

如果 p : c ( x )— ca ) 是链映射， f 是尺到 l 的零调承载子， 
满足 V 斤： r ,( K ) ,< p q is )^ C ,(? q )) q 是； 相应的单形） T 就说 f 承 

载 P 

链映射 r C 〔尺) — C ( L ) 称为正常的，如果9%不改变0维链 
的指数，即 VcecjK )， 

d{%{c)) = die). 

由单纯映射诱导的链映射和重分链映射都是正常的. 

定理 c . 1如果两个正常链映射: ca ) 都被同 

一零调承载子 f 所承载，则从賊 AfAyVgez - 

证明归纳地规定 P 到0的链伦移 D 的各维同态 ZV 
Vaex °,， 因为史，0都是正常的，所以 J ( AU ) —抖 ( a )) = O t 并 
且 ^( a )-?% U ) eC 0 ( f ( a )), 因此是 fU ) 的0维边缘链，于是，可 

规定1)。心）€(：1(芒心）），使得3 ] (1?办））=办0 2 )—料(^)-得到对应 

D , - a )， 然后线性扩张得同态 A : CV / O — GOL ), 使得 

3] ° M = ^0 — 9%* 

假定对0<户<9已构造 A : C P ( K )— C fi +1 a )， 使得 

3 ^ a Dp + D p 、。义 p = — <p” 户 = 0, …， g —] 

( Dd 看作零同态），并且,尺）， 

D p {s) e c^isj), 

Vi 6 T / X ),^ 0山），科都在中.由零调承载子的 
条件<1)推出也在 CVSQ )) 中，弁且 

— 灼⑴一 C g _ 1 (3,(5)» 

= D t 广 艺。 3^_ 1 ( d q (s)) — 0t 

因此也 g )— 科 (.0— z ^ 1 (^(5)) ez ,(? o », 由于是零调的， 
九 u )— 也是边缘链•于是我们可规定 Awe 
c ; + l ( fq ))， 使得 
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a g +1 ( D ,( j » = 0 / 5 ) - %(s) - 
这样，我们规定了对应 A : 7\( K )4 C ； +1 ( L )， 满足 

D q {s) eC fl+1 <?(5)), 

并且它的线性扩张 D ， c , uo — q +1 a ) 满足 

3^+1 c D q + A-1 0 \ = 队 一 ％• + 

归纳定义完成+ I 

作为定理的应用，我们来解决第七章中遇到的两个问题. 

定理 C .2 如果 L 都是连续映射 /I IKI - ILI 的 

单纯逼近，则 9”嗦， H q ( K )— H q ( L ) 

证明仍用记它们所诱导的链映射，它们都是正常的■只 
须证明它们有公共的零调承载子. V£& 尺，对^的任一内点: r， 有 

f<5) = fKCarjcx) < Cari/O) ， 

fp ( s ) = tp ( Car K jo ) < Car L f (, a :). 

因此和#(£)是1中同一个单形的面-令 ？(£) 是 L 中以$^) ， 
0(£)为面的维数最小的单形的闭包复形，则$是 P 和4的公共的 
零调承载子 .I 

定理 C . 3设 C ( K (1) )— C ( K) 是标准链映射，7 : CXK )— 
C(K ⑴)是重分链映射，则 ^ H q ( K ( li )^ H q ( K a: ) t 

VgGZ. 

证明 v 和？都是正常的，因此 r 也是正常的，只须证明 
它与 C ( K ^) 的恒同链映射有公共的零调承载子. 

v ? er n ，设是是空的首顶点，则 Sd ( CU ) 是尺…的零调子复 
形（因为它是单纯锥).规定 et ^) = sd ( ci £ ). 不难看出 f 是零调承 
载子，并且显然承载了 7。 T 和恒同链映射+ I 
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习题解答与提示 


说明 拓扑学的习题多数为证明题.许多题有多种论证方法 ■ 
本题解只给出一种(或少数几神)较简捷的或思路辑楚自然的方 
法.主要是介绍思路，有的只写出提示，有的虽大略地写了论证步 

骤，许多细节要读者自己去完成. 

第一章 

§1 

1, 共有 4 个拓扑，凡含有 X 与 0 的子集族都是 X 上的拓扑. 
2- (1) 是； (2) 不是 * 须添加子集 

(3) 不是，须添加子集 

I 

6. A {(x,sin 去 j x 6 (0,1] J U {(0^y)\y^ [— Ul]}- 

7. Z=[0,+ od ) + ' 

8. 只用证是开集则 d(u n ) 

，于是 B (工， d (工， jc 。) — e)CZ(S[xo ?£J y ，从而： r 是(5[：£。 ，e]) f 

的内点 - 

反例把 z 看作铲的度量子空间，则 
{<n， 而5[0，1]={一1，0，1), 

9. 若是I 的任一开邻域，则也是工的开 

邻域，从而 o/ nwns 关 0( 因为； res )， 即 c / nur ^) 关0.于 
是 B. 

H 

10- 用等式 B = n A ) ,以及 5 HA 也是 X 

B = L 
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中闭集(命题 1.6). 

11. 按定义验证，注意用以下 事实: 聚点定义中的“邻域”可改 
力“开邻域”. 

12. (1) 用11题结果，得 B 在>1中的导集 = PM . 

(2) 根据命题1.4，1=>1\"0^〜对其中^^^用（1)的 
结果. 

(3) 分别验证两个包含关系 AcSd 和為验证后者 

时用到 （2) 的结果(得出長^是叉中开集). 

13. 作可数集 A = {: c H | ，则 I 是 I 的一个开 

邻域.由于 a — 含 U .} 的几乎所有项，即结果+ 

15,应用下面事实可使验证简便： 

A = 的每个开邻域与4都有交点}. 

16* 用15题的结果验证•若 t / 是； C 的非空开集，则由于3 
在 X 中稠密， C / fld 是/ I 的非空开集.又因为 S 是>1的稠密子集， 

用15题，得到 

U f]B = (U 0 A) 0. 

i 7. 用 i 5 题的结果，设《7是 x 的非空开集，则 t / ria 是 X 

■ 

的非空开集，从而 

U n (Af\B) ^ (C/ n A) r\B^0. 

§2 


1. 利用定理 1.1 的 ( 2 ). 

2. . 利用命题 1. 9及包含映射连续. 

按定理 1.1 的 (1) 的结果验证/连续.设 V 是的开 
集，则存在 y 中开集 C /， 使得于是 

因为” /连续，（… /)_ Ht /) 是 x 的开集+ 

3. 即要证 /IA : 乂—/(乂)是同胚映射•它和它的逆映射的 
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连续性都可用上题结果得到. 

4 . X 2 到义的一个同胚映射/可规定 如下: 


f(jc 9 y y z) 




到；的一个同胚映射 g 可规定如下 






y 





+ ) 


^/x £ + y 




5. 根据命题 1,8 的 （2)， 只要证 X ，存在工的一个邻域 


r /， 使得 / It ； 


U 



y 连续 


取 x 的邻域 t /， 使得它只与#中有限个成员 c 1? c 2 ，- , c rt 相 


交.于是 t / = Ijo / n c _) .由 / ig 连续，得到 / it / nc 连续.再 

用粘接引理得 / it ； 连续 • 

7. 若 A 是 X 的可数稠密子集.由第1题的(2)_ 

7T^T 〕 /(X) -/CX) = Y, 

8. 连续性由 r / Cr , 得到•又因为，所以不是同胚* 

9. /在（一⑺，0)和[1, + «)上的限制都连续，用粘接引理得 

/连续. 

广:不连续，例如（一⑺ ,0) 是 £'[0.1) 的闭集，但 

(/~ 1 )~ 1 ((— °° ， 0 )) = /(( — O 0 j 0 )> —(― ⑺， 0 ) 

不是 P 的闭集. 

10. 是开映射而不是闭映射的例子：包含映射£\ (11)4 

E\ 

是闭映射而不是开映射的例子 ： r : [一 1，1],规定为 

1, x> 1, 

r(x) = ^ x f \x\ ^ 1 ? 

I — 1,工 <— l . 

12 , 先验证 I / Ut )-/( x 2 )| …). 再用定义推出 / 连 

续. 

若 iG / U 显然 / Cr ) — 0 •若 即 re 开集则有00, 

d 
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使得 从而 fix ') 

13, 证法一若不妨设因为广 K / U )) 是含 
x 的闭集，由 r 的定义，它必含[^:， 00 ) ，从而含: V ，即 fiy )= f { x ), 

诂法二 用反 证法. 若 /(JO 中 有两个不同点 a 和 6, 则 
广和广 H &) 是 (if ， r ) 中的两个不相交的非空闭集，但 (m 中 
任何两个非空闭集必相交. 


§3 

2. (1) 由第1题知 3 X 5 是包含的闭集，从而 

CAXB. 

直接验证包含式万乂5〔]^又瓦设0*:，3^)6万/5，识是0 1 ：， 

的邻域，则有 X . Y 中的开集 f /， V ， 使得 

(x,y) eU XVdW r 
则识 A X (7门5)泸 0. 

(2) J X 云是包含于的开集，从而 A X 云 CC4X 

B)\ 直 接验证 MXS)°C A X 6•若 Cr ， ;y)e C4XiO% 则有 X,Y 
中开集 f /， V , 使得 ( i ， y ) e (7 XVCC 4X5)% 从而 ie !7CM，：ve 

vcii, 于是 Ajes ，or, y )e A x A, 

3. 设取是 ^ XX 2 的非空开集，则由乘积拓扑的定义， w 可 
表示为识= LJrxk ，其中分别是&，兄的非空开集， 

Vac 乂于 是）〆 WO = = Llh 分别是兄， A 的开 

集 ■ 

4. 要证 F ; X—f(X) 是同胚 + —一 性明显，用定理 1.3 得 
Fi X— XX Y 连续，再用§ 2习题2的结果推得 F : X ^ FiX)m 
续■广 1 : F ( X )— X 是众： XXF — X 的限制，也连续. 

6. 设潘二 {〔4 X A 2 ) n ct/i X r/ 2 ) 似是 X 的开集 } 

= {^1 X 是 A 的开集 h 
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所以淨既是 AXA (作为的子空间）的子空间拓扑的拓 
扑基，又是皋 x A 的乘积拓扑的拓扑基- 

7. 构造映射 F s X — E 2 为 FCr ) = (/( x )， ff ( x )). 由定理 1,3 

知 F 连续 ■ F 分别和由 ( u ) — x 土规定的£ £ 到 E 1 
的连续映射复合，得到 f ± g 、 fg . 因此 f ± g ， fg 都连续. 

9 , [心6)6潘,从而是(1?，虿)的开集.义因为 

(— OQ,fi) J [6 t + OO) 

n^a) U [b^h -j- n)) 

也是开集，所以 [a 是闭集. 

10 , 按命题 1. 12验证.记 r 是尤 X 尤的乘积拓扑，则潘 C 
r - 若 tA ，％分别是兄和义的开集，则 R X % 6盈，从而 r 的每 
个开集属干虿，即 d 


第二章 

§1 

2-设 : r 浐 y , 由： T 。 公理，不妨设: r 有邻域 

( UrrsiF 是不含 a 含 y 的闭集.由 r 3 公理，存在工与 f 的不 
相交邻域 U 与它们是 T 与: y 的不相交邻域. 

3. 设 A ^ X . 只要验证 C 4 f X 是开集. 

v^e on % 则 I 有开邻域 t /， 使得 oau }) ru =0 .由乃 

公理知， tAU ) 是开集，从而《7\彳尤}匚（彳）、于是 J 7 匚)、所以 

■2： 是 W 卞的内点* 

4 . 只要验证 ( Fix/) f 是开集， 

V ^ e ( Fix/)%|llJ / Cr ) 六 r ， 从而它们有不相交的开邻域 t / 与 
l 作 v ， 则识是 z 的开邻域，并且 w ^ iFix/rm 
证略). 

5. 只要验证 ( G /) f 是幵集， 


273 


V (G)% 则 /Ud 关九 ，从 [fd /(^,) 有不相交的 

开邻域 f / 与 K 则 /—( r /) xv 是 >) 的开邻域，并且容易验证 

/ ^mxv^iGfy. 

6.设 h ： y 是 x 的两个不同点，于是而 I 是开 
集，从而有 X 的开集 t ； 与 V ,使得 U ,30 GC 7 XKd t 于是 [7 ，v 
是20的开邻域，且 t 7 Ar =0. 

8. 设 X， y 都是 Hausdorff 空间，（々， j 〖 ） 与 （ x 2 , ： y 2 ) 是 X X F 

中的两个不同点，则或 y ^ y 2 . 不妨设，则 X 中有 
: n 与^的不相交的开邻域《7与 V . [7 XY 与 ^ XY 就是 U , ，^与 

Oa ，： V 2) 的不相交开邻域. 

9. 设 f / 与 W 是尸与7的不相交开邻 域+则 由乃公 
理的等价条件， I 有开邻域 V ，使得 V ( ZW , 于是 t /， V 是 f 和 I 的 
开邻域，且 urw =0. 

10■设私 与私是 i 7 的两个不相交闭集， A 二/— 1 *： 反） ，〗=1， 
2.则 A ，阜是 X 的不相交闭集，有不相交开邻域 A ， t ； 2 . 作 W = 
(/( f /;) ) f G = 1，2 ) ,则％与％是 y 的两个开集，并且 

(1) 技匚 W ^. (即汉门/(巧）=0，这是因为 

(2> w , r \ w t ^0, (由仏0仏=0，推出 aut ； 卜 X . 因为/ 
是满射，得到 /07 i ) u /( i ^)= y ， 即 w l r \ w 2 =0.) 

12. 用反证法•如果有两点2与: y 没有不相交的邻域，分别 
取 X 与 y 的可数邻域基 { tu 与 ( 1% 丨 ，使得 t / H =)(7 ft+M 

ew ■那么 rak 弇从取得到序列 

Uh 它既收敛到: r ， i : 收敛到 > 与条件 矛盾+ 

13. 可乘性用乃公理的等价条件证明+如果 X 与 y 都满足 
T , 公理，是 Cr ， y ) 的一个开邻域，则存在2与 j 
的开邻域 A 与％使得 KXACW . 由于； f 与 Y 都满足乃公 
理，存在 之与 y 的开邻域 。与 使得 F r OT ( 0 = l ,2) -干是 R 
XR 是 G ： d ) 的开邻域，并且 
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R X 匚 ％ X G C H 7 . 

遗传性可直接用定义验证(略) + 

15 . 若 X 是可分度量空间，则 X 满足 C 2 公理.由14题知它 
的每个子空间也满足 C 2 公理，从而是可分的. 

16. 牟题要说明 d 舔）的任何拓扑基货都不可数.设 

/?,则[心《十1)是开集，从而在货中存在成员仏， + 
1)，它以 a 为最小值.显然 a 尹 A 时， f 人关 6 V 于是有及到從的单 

一对应 . a 不可数， w 也不可数. 

18 , (2) 下面的反例说明不满足乃公理. 

S 是闭集，任取一个有理数心则 u 告 S . 

如果 W 是 S 的一个开邻域，则由拓扑的定义知， W 在 £ 1 中 

也是开集，从而 是五 1 的稠密开集.于是 H / rig 在五 ] 中也稠密（见 

第一章§ 1习题 17). 任取 a 在 ( ii ， r ) 中的开邻域 (7 VK 其中 [/ 是 

■ 

E [ 的非空开集， /1 CS )， 则 

^ n cu\a ) u^wr\Q)nu r 

由第一章§ 1习题第 is 题知 （ u / nonu 非空， 从而州 navo 
非空.这样在 ( i ?， r ) 中 J 与 a 不存在不相交的开邻域. 


(3) = { x } U K^r 

{ \ 



( t / J 是 i 的一个可数邻域基.这说明 CR , r ) 满足 Q 公理. 

Q 是的可数稠密子集，从面(衣， r ) 是可分的， 

(4) 设 ACS - 因为 lf\(SVO 是 (》， r ) 的开集，所以就有 
0 R \ CSVl )) r ^ = A 是 CS ， n ) 的开集.这说明 S 的每个子集都是 


(：5々)的开集，从而 CS ， n ) 是离散拓扑空间+ 

C 5) 用反证法.如果(及， r ) 满足 C 2 公理，则 (6 T ， r s ) 也满足 G 
公理，从而应是可分的，与 (4) 矛盾. 


§2 


1. 只证明 / U ) = inf{r ef 7 丄 
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根据定义， /U) inf {r e C/k 6 ，而 {r G G/1,r 6 C/ F } 

■ 

[ 忟 e c，ke cu， 从而 inf{r e e,k e a} </U) - 

若 r & G / 满足:，则 G / 中任一大于 r * 的数都有 X & U ” 
因此 /(；*：)<& 由07在[0，1]上稠密，得出 / UXn 于是又有不等 

式 inf(r e QAx e a} >/( 工 ) ■ 

2 -把£ "看作 fX 五 _X … XE 1 ， 记 

• / O ) = (/ i ( 工)， / 〆 】◊， …， / rt O )) 卜 

将每个 /； 扩张到 X 上得到？\ t X ^ E \ 规定7 : X — ET 为 

/ o) = (y^o) ， / £ o), … ，入 (: c)) ， 

则7是/的扩张. 

1设 r : E"—D 是收缩映射，有 r 。 i=id : D ^ D , 从而/ 

■ 

A ^ D , 映射纟。/ : 可扩张为7 : X—P (上题 

结果），则 r。y 是/的扩张. 

4- 设/: 是一连续映射，记…斤― E" +1 是句含映射， 

规定 r : F^\{0}—Y 为 rU) ■将卜/, 乂—£"+ ] 扩张 

为耷： X ^ ET ^\ iH U = g ^ ( ET ^ MO }) ，则 [7 是 4 的开邻域，并且 

k 

r 。 (g\U) ， U — S n 

是 / 的扩张 . 


§3 

■ 

2. (1) 用反证法•如果可数开覆盖 {R} 没有有限子覆盖，取 

n - 

^ ex \\ Ju k ，得到序列 u H }. 因为 x 列紧，所以 uj 有收敛的子 

*=] 

序列{%}.设％—工。，心6[/„■但当讲时， qGK， 所以 K 只 

包含 {'} 有限多项，这与矛盾> 

(2) 假设遂是叉的一个可数拓扑基 • 若货是X的一个开 

夏盖，作琢的子族备= { B ^^\ B 包含在 W 的某个成员中}.则 
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备是 X 的一个可数开覆盖，记作 W 丄对每个尺，取欲，使 
得 fd 则是你的可数子覆盖 - 

(3) 由 （1) 与 (2) 的结果得到. 

(4) 设 X 是列紧度量空间+对每个自然数《，取丄为 X 的一 
个有限网.则是 X 的可数稠密子集，从而 X 可分.根据 

托 -I 

T?= 1 

命题 2. 7， X 满足 C 2 公理， 

4 . a ) 用列紧性证明.心 eiv ， 取使得以 〜，30 
^ D ( A ) - 由于 U «，3^ 都是列紧集4的序列，都有收敛的子 

H 

序列.不妨设它们本身都收敛，并分别收敛到 d 中的％ 和>， 
则 d ( x 0 ，>) =1 X 4), 

用紧致性证明+用定理 2. 7,知 AX 4也紧致，由 / U，W 
= dU O 0 规定了 AXA 上的连续函数 /+/04 XA ) 是的紧致子 
集，达到最大值 DU ), 即必有 （ m ) eAXA ， 使得 fU . y ')^ 

d{x^y)^D(A). 

(2) 作函数/: 於为 /(30 = dU , 30 , 则/连续，从而 

/( d ) 紧致，从而有尤使得/(30^/(4)的最大值^/(工3), 

(3) 作连续函数/: P 为 /( x )= d ( x ， B )./ G 4) 紧致，从 

而存在^使得 / u >) 是 /( a ) 的最大值 rfu ， s ) ■但又因为 
8，/0:。）= ^1，5)>0，所以 dU , B )> 0 . 

5- 用反证法，如果 X 的无穷子集；1没有聚点，则 V ^ ex ， 有 

开邻域使得 a ^ n 4)\ u }.=0 +于是 x 的开覆盖 { Rke 幻 

没有有限子覆盖，从而 X 不紧致. 

6. 首先，单点集总是紧致的，从而 X 满足7\公理，设 X 的一 

个序列收敛到式 tx ， 则是包含 a 的开集，它必定包含 

了 UJ 的几乎所有项，也就是说 U rt } 只有有限项为 6. 作于集4 = 

U A 古 M U 则4紧致，从而是闭集. I 是6的开邻域，它最 

多只能含的有限多项，从而 X fl >仏 
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K 


9 . =^. 如果闭集族之交 n a = 0 ，则 彳々 m 匚-^是 

x 的开覆盖，有有限子覆盖4, $，…， AL 于是 h A = 0 ^卩^ 
不是有核的. ^ 

P 

设阶是 X 的开覆盖，则闭集族^=以|(76你}之 

交为空集，即^不是有核的，有有限个成员 u \, m ,- t u ： 使得 

H 

= 0 ，即(^，仏，…，! :人是 一个子覆盖， 

i= L 

10. 用引理， VW 5, 有3和6的开邻域 K 与％，使得 C 4 X 

v f ^ w , 构成 s 在 y 中的开覆盖，有有限子覆盖^^， 

…， 〜. 令「 = r > v v = uv ' ，"与 v 即满足要求. 

J ■ I i - J 

ii - 设 z 是 xxy 的闭子集，要证明 y ( A ) 是 x 的闭集，即 
( j ( a ) y 是 开集. v ： re ( j ( a )) £ ，则 用引理， 

存在了的开邻域 a ， 使得 uxvcA 、 即 !；/ C ()(^ l )) f ， 于是^是 
(只4)，的内点. 

13 ^^ AMa ^ U . 由于 X 满足7\公理，存在 a 的开邻域 
R ， 使得 K [[/. f 是 IV 山是4在； f 中的开覆盖，有有限子 

b 

覆盖 \ iVs ，-”，', 记 K . 则4匚 V ，钇 = )J C ： h \ 

1 4 . 设 zcix 紧致，從是 z 在 x 中的开覆盖，则 1 饮也是 j 

的开覆盖，有有限子覆盖 LV ， t / 2 ，…几 ，即4[[/ = 由上 

题知万 CIC 7 ，即 R ， f / 2 ，…几也是從关于万的有限子覆盖. 

15 . 必要性略. 

充分性的证明 ，用 反证法.如果 X 不紧致，则 有序列 U n }， 它 
没有收敛子序列■不妨设各项不相同，记 j 是中各项构成 
的子集, v ^ ex ,^ 必有邻域不含的点，从而 a 是 x 的闭 
集，并 a 是离散的.作函数人 ： a ^ e x 为/(1)=心则 a 连续，它 
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吋扩张到 X 上，得到 X 上的一个无界的连续函数， 

16. 按定义验证 /_\ B ) 紧致，即对 /_ US ) 在 X 中的任一开 
覆盖％，找出有限子覆盖. NbeB ， 你 也是紧致集/ Kfr ) 的开覆 
盖，从而 /—( S ) 被 I 中有限个成员盖满，记这有限个成员之并集 
为作 V ,- mwor , 则可验证 vv 是6的开邻域，且 / J ( r ) 


匚1 

: k kern 又是 b 在 y 中的开覆盖,有有限子覆盖 
…， iv 则 

71 

f HiJ) cQ/" 1 ^) c(j^v 

- 1^1 (-1 

干是 / KiJ ) 被阶中有限个成员盖满. 

17. 设 x 局部紧致 mcx 是闭集 . Vo ： eA ， 则2在 x 中有紧 
致邻域 F . 则是; r 在^4中的紧致邻域(验证略\ 

18+(2) 因为 ( X , r ) 不紧致，所以不是开集 * 干是就有 
( X .， r .) 的每个非空开集都与 X 相交， X 在( X 、 ， r * )中稠密. 

(4) 对干 X 中任意两个不同点，它们在 ( X ， r ) 中的不相交开 
邻域也就是在 o :.) 中的相交开邻域.对于和取 I 的 
紧致邻域尺，则 K 与 X . 就是 I 与的不相交邻域 ■ 

19-由定义可知，同 胚空间 的一点紧致化也同胚•干是本题只 ■ 
须证 S M \{ N ) ( N ^ {0,0,."，0，1})的一点紧致化同胚于作/ : 
〔 WJV }),— 为 






则/是一一对应，旦可验证/是连续开映射，从而是同胚映射- 


§4 

4. 用反证法，如果不连通，则可分解为它的两个非空不 
相交开集 A 与 S 之并集. XiflX , 包含于其中之一*设 I nx,c 

i ? ■记义 U 方，则 X = A [ jX [, Af \ X [^0 f R 4与 / 都是 X 
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的非空开集，与； f 连通矛盾. 

(本题条件中的 “ x ,，& 都是； f 的开集”可改为闭集，证法相 

司， ） 

5* 取叉的两个不同点 I 。，力 * 则都是; f 的闭集 .用 
ypbicoH 引理，有（连续）函数 / : X ^ E 1 ，使得 /( x 。） 

因为 X 连通， [0,1] C /( X ) T [0，1] 不可数，因而 X 也不可数， 

6,设义局部连通 M 是 A ： 的开集 ，^： e 几设 f / 是: r 在4中 

的邻域，则 t ； 也是 1 在; f 中邻域.于是存在 *r 在； f 中的一个连通 
邻域 VCt /. V 也是 A 中的连通集. 

8, 用命题 2* 23.*¥吃0»怍儿=彳 | x — r 或，则疋 

连通，并且 X = [ J 皮+又 Vr ， If )440. 

9. #是 X 的有核闭集族.由§3习题第 9 题知道厂 

h w # 

0 ,下而用反证法证明它连通.如果厂]厂可分解为它的两个不相 

■ re 

交非空闭集4和 b 之和 ，则 a 和万都是 x 的闭集 , 有不相交的幵 
邻域 U 和 

令 axcuv )、 则 x 。 也紧致.记見。= { Fnx 0 iFe^'} t 
则&是 a 中的一个闭集族，并且 C ] c =( p | F ) n a = 

“■e Fe ^ 

f 是是无核的，存在有限个成员 ^ n n x 。， …， a n 

tJ n 

^)，它们的交集为 0 .于是 （ f \ F i ) f ] X o = 0 ^ f ] F f 

r 一 1 i =1 




cf / uv . 由于 f | 兄连通 r 它必包含于 c /， v 之一，从而 f | F 包 




含在之一，矛盾 


10. 作 / 


U 


E ' 为 f 



sm 




JC 


^则/连续，且 



f ( U ) = [0,1) 


2 nn 
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L, 


在/(『/>中 w 点所在的连通分支就是{0)， 可知! 7中含（0,0)点的 
连通分支在/ 1 (0)=召\((0，一1)}中，就是5\{(0，一1)}. 

§5 

1. 任取中两点 x 0 yj ：^ 冉取: V 不同于则 S n \{y }~ 
石％是道路通的，从而存在 Wy ) 中的道路心使得 aii 、= oc ' 

0,1)^ 也是 Y 上连结 ■ X(j j 的道路. 

2. 设&是4中两个不同点，则£ 2 上有不可数条圆弧以 
为两端 ，并& 仟何两条这神圆弧除^外无其他交点.因 

此一定有圆弧不过义中的点，即在4中.于是可用 d 中道 
路连结， 

3. 设(心，>)和（。，：^)是久乂：^中两点，叉与 y 都道路连 

通.则有 X 中道路 aMx ^ x , 为起终点，又有7中道路6，以 
为起终点.作 xxy 中道路 t 为 

c(t) - U ⑴， 6(G), \i t 乏 I ， 

则 t 连结 ( x ^： y 。) 和(工1，少 1). 

4+ aH ) 和一 ( X 2 ) 是 J 的两个非空开集，并且 aKXOU 
a - [ ( X,)^L 由 f / 连通， ] (足 nxj # 

0. 

5. i 正^道路连通.由 于尤门 A 是义的 道路连通子集，只 
用 证明: VAeK \ x 2 ， i 。 与 xn 足在 a 的同一道路分支中.由 

于 X 道路连通，有 X 中道路… 〆 0)=心#(1) 二 由上题 

知厂 1 (足 n &) 非空.设其下确界为‘则 [0 山] CaH ). 因为 

■ 

a 的开集，所以有£>0,使得 [0 山十约匚^穴义】）.由6 

的定义知存在则 A 与也) 
在同一道路分支中，即^ 在同一道路分支中. 

6. 在题4中，若把 XpXe 都是开集的条件改为都是闭集，结 

论仍成立.然后用题5的方法证本题. 
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3. /CS 1 ) 是 P 的紧致连通子集，因而为有界闭 K 间或一点. 

于是即/不是满映射.又如果/是单的，则 /(S ) 兰 
■S 1 ， 由2题知这是不可能的. 

t /GS 2 ) 是 E 1 的紧致连通子集，为有界闭区间[〜 6] (或一点 
6此时广]⑴不可数） . 由于 f ( S 2 \ f ~ l Uy ) = 
[a，f) U (f ,&] 不连通， S^T 1 (t) 必定不连通，广 1 (0 是不可数集. 

第三章 

§1 

1. 平环. 

I 

3. 环面. 

§2 

3. 记/ >: XX /— CX 是粘合映射 ， a = 为锥顶■则 

CX \ U } 是 CX 的开集，且同庇于XX [0, 1) ，从而是 Hausdorff 空 
间， 于是 CX 中异于 a 的两点在 CX\fa} 中有不相交开邻域，从而 
在 CX 中有不相交开邻域 . 中异于 a 的点可表示为 Mu) ，这 
里 /<1 •取6 (M) ，則户 CXX[0，：O) 与〆 XX G，i]) 是〆与 
a 的不相交开邻域. 

4+记/>: X — X / A 为粘合映射， 户 (4). 如果 X/」中两点 
* 和^都不是 a， 则厂 1 ⑻与 户- Ur) 是 X \ A 中两点，它们在 X\A 
中有不相交开邻域 J7 与 K / >07) 与#00就是&与 c 的不相交开 
邻域*对子 X / A 中点 b ^ a . p - 1 ( b )^ X \ A . X 满足: T 3 公理，从而 b 

与4有不相交的开邻域 C7 与V,则 p ( U ) 与 是6与^的不相 
交开 邻域， 

5-(1) 显然 / 满、连续.设 rc [0， l ]， 则 /- uv ) n [ o ， i ] = 
282 



V + 如果广 w ) 是(一 1，2) 的开集，则 V —定也是 「0，1] 的开集. 

(2) (1,2) 是（一1， 2) 的开集，但是/(( I ， 2)) 二 不是 

Lo ， l ] 的开集，说明/不是开映射. 

( 一 1， 0] 是 （一 1， 2) 的闭集，粗是 / ( ( 一 1 ， 0]) = [0 ， 1 ) 不是 

[0，1]的闭集，说明/不是闭映射. 

6. 作 /: IXI^S XS' 为 /U ，： y) = ( d ' e 12 ”） ，则/ 语连 

续满射，又由于 /X/ 紧致，义 XV 是 Hausdorff 空间， / 是商映 

射 + IXJ 的等价关系丄导出 1 乂I 的对边粘合（验证略），因此义 X 


7. 用复数表^铲上的点，规定连续满映射/: 於— 为 



r ^ 1, 

]) 〆 ， l ^ r . 


只要再证明/是闭映射，就可知道/是商映射，等价关系义就是 


把0捏为一点，从而 轻球 ！ L 


设 a 是庐的闭集. 

(1) 如果 d 是有界闭集，则 A 紫致，从而 /M) 紧致，是 P 的 
闭集. 

C 2) 如果/ I与 D 2 不相交，则 c/(Z，0) = l+e，e >0. 利用 
f \ E z \ D ^ : E 2 \D 2 — 圮 \{0}■是同胚映射，得到 /M) 是於\{0}的闭 
集，并且/04)〔£ 2 \方(0 4)，从而是£ 2 的闭集 ■ 

(3) 一 般情形，将 Z 表成4 = 其中 A , 木分别适合 

(1)，（2)的要求,从时/(/1)=/^)11/(4 2 )是£ 2 的闭集. 

8- 记 />, :7 T2 —TVA 是粘合映射 . 将 7 ’ 2 沿此经圆和纬圆割 
开，得一矩形面块 X, 则 X 粘合对边得 T 2 ，且两双对边分别粘成该 
经圆和纬圆 . 记九： X-T 2 是这个粘合映射 . 则 p = p, U X— 
T 2 fA 是商映射，且上就是把 z 的边界 ax 捏为一点 . 于是： rv 』 


兰 x / ax 兰 s 2 (参见例 2), 

9. 由例4知， Af 由三角形把两边同向粘接而得到，它的边 
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界 aM 就是三角形的第三边两端粘合而得到.如果先把第三边捏 
为一点(得一圆盘），再枯接那两边，相当于粘合圆盘边界上的每- 
对对径点，因此得到产. 

10, 作映射/: XX / 一 aX 为 /( U)=(l — 则 /是 

商映射，并且义就是将 X X { 1 }捏为一点，从而得到 

aX^XX 1 / I/X X {1} - CX. 


11-(1) 开集（一〜，1)的像记作 C ， 则厂— oo ， l ] 不 
是的开集，从而 C 不是 £ V (0，1] 的 开集. 闭集 [1 ，+^)的像记 
作5,则厂不是 E 1 的闭集，从而 S 不是 EV (0, 
1] 的闭集. 

(2) 因为仏：是一一对应，所以当它是商映射时就 
是同胚映射 .记 X = — oo ,0]). C — m ,0] 是 A 的开集，但是 X 

的点 M 0) 并不是 X 的内点(理由见后），于是 A ： 不是开集■这说明 

P ， 不是同胚映射，也就不是商 映射. 

h 

现在证明 P (0) 不是 X 的内点，设 V 是 P (0) 在 J 0 O 1) 中的一 
个开邻域，则存在圮/(0，1]中开集 W ， 使得 V = # fV ( A ) + 于是 
/门克厂是 E 1 中含0点的开集，从而必含 
( o , i ] 中的点，这说明 p (( o , i ]) ew /+ 这祥 （ o ， i]c 户- w )， 由于 

厂是开集，它一定含（1， +〜） 中的点，从而 wn 户（（0, 

+CO)) 尹 0 ， V ， nM(O ， +oo))=W 门 〆 （ 0 ， + 的 ）） 关 由 

V 的任意性知户(0)不是 X 的内点 - 

12. 只要证明在上下，两点等价必为对径点. 


设 /( jr ^ ytz ) =/( x ' ，/，/ ) ，即 

9 一 y = y 2 

= yy ， 

■< 

丨 JC2 ： = ， 

= y〆 ， 




，因此 /， y 〆 中至少有一个不为 a 
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若 y 或 3 /不为 0, 不妨设 d 关0,记 ; J ■则 

= Ay ，之 1 = 

于是 a £ ^ 2 — y = y 2 — A 2 y ， 即 A E (/ 2 + y ) 二: r __ 2 +/. 因而； i 2 = 

-.t a = 士 i ■于是 ( 〆 ， y ，/) = ± ( r ，： v ， 之）. 

若: r f =/ = 0,则 k f [- L 再由前两式得到 

x 2 — = Q f xy — 0* 

推得 x = y = 0 j I 二 1. 也有 

(■ r ’ T y ^ ) = 士 （: r t ; v ， 之)* 

13_ 若 fix ^ y ) = f { x j T y ) ，则有 

cos 2 xn = cos 2 x ; ir , cos 2 jy ^ = cos 2 V sin 2 ^n = sin ^/ x ; 

sin2^ ： Kcos7(^ = sin2j： / TtcosTcy \ sin2^sin7C3 ； = sin2^ J irsLnjuy . 

由第二、三两式得出: y =：/ 或 b—y 1=1. 

若: y=y .则由第四式和第五式推出 sin 2 xic - .它和 

第一式一起推出1 = ^或 \ x ~ 3 ^ \ =1, 

若 b —y I =1，不妨设7=0,/ = 1,则第四式化为 sin 2 r 7 r 
=— sin 2 x f n * 它与第一式一起推出 x ~\~ x f =1. 

总之，若 /Uj) =/(/ ， /) ，则是下列三种情形 之一： 

⑴ x^x^y=y f ; 

(2) 中一个为0,另一个为 i ，_ y = y ; 

(3) x 十: r '— 1 中 一 个为0,另 一 个为 1. 

不难看出 (/ XJ )/ 丄是 Klein 瓶. 

14, 作户：疗+汐― V 为 

f ( J ：，3 S /l — x 1 — y z ) , (: r ，; y ) 6左边的 D 2 ， 

plx.y) = < _ 

1( t ，： v ，一 — x 1 — y ) ， i ^ t y ) 6 右边的 

则容易验证户是商映射，且上就是 i : D 2 决定的等价关系 * 于 

是 S 2 三 

15. 作十杧—£ 2 为 
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J ， (^ ■，: y ) 6 左进的 K ， 

lo ， 一 ： y )，( x ,> r ) ^ 右进的 

则户是满的连续闭映射，因而是商映射，且上就是 /: 卜£ 2 十所 
决定的等价关系.亍是 E ^ E \\ J f Ei . 

S 3 

1. 设 M 是 H 维流形 .V^eA/， 设!7是: T 的幵邻域， f / 同胚亍 
或 ffV 于是 U 满足 Q 公理，从而 : r 在 U 中有可数邻域基I， 

它也是 x 在 M 中的可数邻域基(验证略). 

2. 设 M 是紧致 n 维流形，则 M 有…个有限开覆盖 {(A ， 

… ， LU ，其中每个 R 同胚于 F 或 R ，从而满足 C 2 公理.对每个 
R 取可数拓扑基颂^则0^^是对的可数拓扑碁. 

L 

3-紧致流形满足 C 2 公理，是紧致 Hausdorff 空间，从而也满 

足了 4 公理，用 VPNCCH 嵌入定理知它可度量化- 

4, 记声：〜是粘合映射.可以验证 A 是开映射■(只 
用对每个开区间 U ，6) T 验证是开集，即要说明 p ~ { ( p ( a , 
6)) 是 E 1 的开集.可区分 a 3的各种情形进行讨论 .） 于是可知 
声（一 oo ， l ) 和 p (— l ，+ oo ) 构成£ ] /〜的开覆盖，且它们都同胚于 
E 1 (例如，/>1 (―°°， 1) : (―°°，1)— 〆 一 m 是同胚映射）.这样 
前半结论 得证. 

记: r 二户（一1) j = p〔l)，w 是它们的任意一对开邻域，则 
户- 1 ^/)，，^)分别是含 一1,1 的开集，存在 e>0, 使得（一 1 一 e， 

—l+e)C 夕一] (C/)，（l —e，l+e) 匚户 — W). 于是夕（一 1 — £_一1)= 

/Kl，l+e)CC/m，， 从而 彳 0* 

5. 设见是；]维流形， 心是 ■^的开邻域■设 W 是: r 的 
一个同胚于 F 1 或 R 的开邻域.由的性质知， IV 中存在 I 

的紧致邻域 FCU / flt / •记 V = < 斧 V ，则 V ，且 V 是 IV 的开 
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集，从而也是 M 的开集+又因为 M 是 Hausdorff 空间， F 是 A/ 的 
闭集.于是在 M 中， 

7. 设: r 是《维流形 M 的--个内点（流形的意义），则〃.有- 
个开邻域 t ； 兰是 (7 的每一点也都是 M 的内点（流形的意 
义），从而 r 是 M 内部(流形意义)的子集意义 K 的内点. 

§4 

L (1) 3 尸 2 ; (2) 4PS (3) iP 2 ； (4) 6P\ 

2. (1) (.m+n)T 2 ； (2) (m+n)P 2 } (3) (2 肌 +«) 尸型， 

3. 3P\ 


第四章 

2. 记//是/，,到/, 2 的一个同伦.任取规定 

r 中道路 a : Y 为 = 则 a 连结％和 > 于是力 

和力在 Y 的同一道路分支中. 

记 a 是 Y 中连结力 和力 的道路，作//: 

为//(^)=^0々文6叉，则//连续，并且//(工，0)=：^//0;，1) 

二; y ” Vx 6[ 即 : A — 

3. 设 s h 上点 “ e /( x ), 作 反是把 叉映为一。的常值映射，则 

Vx 6 X ，/ U ) 乒 一 ffCr )， 由例2知，/士心 

4. 记开：连结/及一个常值映射，则 h 
把 XX {1} 映为 Y 的一点，因而//诱导连续映射 CX — Y , 它限 
制在 X 上为 /. 

记 F:cx^r 为/的扩张， yxxj ^ cx 是粘合映 
射，则 i /= f 。 F : XX /— r 是连结/及一个常值映射的同伦. 

5 . 记 F 是 d 到6的定端同伦，规定 G = /。 则 G 是 
到的定端同伦. 
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6. 记 : JX/—X 是 / 。 户到 g 。 户的定端同伦， 

则它把 {0，1} X / 映为一点 a .规定 G : S 1 〆 ' 卜 X 为 G ( e ' s ) = 

则 并且 G ( e _'0) = H ( i ,0) = 

/。 p(0 = /( e 12 ^), 同理 G ( e ^ a ) = 咖），即 G ：/ ^ 
g rel ⑴. - 

若 G : / t g rei{l}. 作 / / : / X J 为 Hit ， s)= 
G(e l 's) ，则 H 是 / & 户到发 。 户的定端同伦， 

8. 用反证法.假设/没有不动点.规定义上的对径映射力 

h ^S l ^S\ BP h(z) = -z, NzeSK = 

一 AO )， 由例 2 知 f ^ h . 而 A 与 id 同伦（请读者自证），从而 /— 
id , 与条件相违，故/无不动点. 


§2 

1, 当 X 是平凡拓扑空间时，任何映射/: X 都连续 * 于 
是 X 中任何两条有相同起终点的道路都定端同伦，于是 ^( X ，^) 
只有一个元素. 

2. 离散拓扑空间的每个道路分支都是单点集_从而它的道路 
都是点道路，以 A 为起终点的闭路就只有一条，从而 ^( X ，^) 只 

有一个元素. 

3_理由同第2题. 

5* 因为/ V 。 i s = (r ^ 是恒同，得结论* 

6. 是闭路， X 单连通，则定端同伦于点道路6于是 

a bb ^ a ^ 

7* tu # = J n <---> V ^ 6 rt Y (X^ = a/ 一 1 era/ 

<—> V a 6 KjCX = (W 

8* —— v * t / S 6 jri d ： r 0 ) •取是办到 ： Ti 的两个道路 
类 r 使得 ⑽ J 一'=卜 由于叫，得到#==办(见上题)- 

设是 A 到^的两个道路类，则就有一 A 
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于是， Va & , aaKD f 1 = wa / _1 0 f * 再由上题，得叫 

r 

备3 

1. 记如： / 一 *?? 1 为 a G {t) = e 12 '*。•‘ I 4 S 1 为 6 0 O) =一 e 咖 

=/( 〜⑴），则 U 。〉 和<~>分别生成 A ( V ，1) 和〜 (5 1 ，— 1)， 并且 
人 （( a 。〉） 〈6。). 

2 . 如如上题，则 /Aia 0 )) = <a 0 >\ 因为由所生 

成，所以 VaGjr / ytl ) ，有 JWX (若用加法记号，则可表示为 

人 （ or ) = na ,) 

3. 用§ 1的习题 6- 

4. 用上题，分别在左右两个圆周上构造代1心的同伦，拼成所 

要的同伦- 

5. 平环同胚于 5 U ， 用定理 4.4. 

7. 取 e >0, 使得 5( x ， da 7. 则它的边缘 
_y ) = 0 是 C / Mx } 的收缩核，并且4三 S 1 , 所以/ I 不单连通.再用 
§ 2习题5的结果，推出 I 7\ U } 不单连通+ 

S4 

3. 要证明两方面：（1) /的任何两个同伦逆^，心互相同 
伦，尽]二 ffl 。/。 g 2 c ^ g 2i (2) 当 g 是/的同伦逆时，与君同伦的任 

何映射¥也是/的同伦逆(请^者自证). 

4. 设 X 二 y ， Y 道路连通，记 y 是同伦等价 Y — 

X 是/的同伦逆，则与 尽。 / U ) 在 X 的同一道路分支 
中.又因为^道路连通，所以 ff ( y ) 是 x 的道路连通子集，从而 

" ix x ^ x 2 ^Xjg a /( ii ) 与及。/(工 2) 在 x 的同一道路分支中，综上 

所述, X 中任何两点在同一道路分支中，从而 X 道路连通- 

5. 设/: x — y 是同伦等价，为/的同伦逆.由子/把 X 

的道路分支映入 y 的一个道路分支，可规 定入： 〜( y ) 如 
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下:入 ( a ) 是 y 的包含 / u ) 的道路分支.用同法 P 了规 
定心： 3 T 0 ( y )-^(^ o ，并不难验证 ☆ 。人与 A 。 a 都是恒同- 


6,设 X 二二都是收缩映射，满足 G 。^ r , 

都是包含映射），则 ，_ 3 。 G : B ^ x 是包含映射， 

r L ： 是收缩映射，并且 


^1 ° ?£ □ rm 2 id x . 

7,设 r B 是收缩映射，满足/ 设/ = 

收缩映射，记 : A -^ B , i x : B^A 是包含映射■设 H : XX 

I — X 是卜 r 到 idx 的同伦，则 〆 U I A X /^为 是 L ° n 到 


的同伦. 

8. 设 


: X — X 。 是收缩映射，则可规定 n 

「工 1 工 X 1， 

r { (x) = < 

lr ( x ) , j ' ^ X 2f 


X ^ X , 为 


m n 是收缩映射.用上题结果，推出兄是兄的形变收缩核. 

9 , 取则 (3^ 是 r 的瑶变收缩核，从而把 y 的每^点 
都映为; y 。 的常值映射^二 id : y — y ■设 /， g : 是两个连续 

映射，则 

f — K " / = *o ° g — 


10 , Z 兰义 ， 设&是沿着 A 走一 圈的& 处的闭路，则 〈如) 生 

成巧(_4,〜），但在 X 中“。是一生成元的两倍 - 

11 . 若有收缩映射 r : X —儿则〜 ； A ( X )— 是满同 

态，从而（由 aOO 兰是同构 • 又因为^。“是恒同， 

得出 G 是同构，与10题结论矛盾. 

12-作 n ir \ u 。}— sr ' u 。} 如下： Vxea \ U 0 }， Kd 是 


射线: ra 与的交点.利用例5前的说明，知 W 是 m 
Ud 的琅变收缩核 (R\UJ 是凸集)， 

14. 用反证法.如果£ 2 三厂，则可得出於 MO} 兰 PMOh 从 
而 Tty 乂而 n > l 时，V- 1 单连通， S 1 不单连通， 矛盾. 
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■ 15. 用反证法.若则同胚于去掉一点，后 

者单连通，前者不单连通,矛盾. 

16. 不妨设/是^轴，则圮 V 以 £ 2 3 MO} 为形变收缩核 - 

§5 

3* 设…，‘丨 = X m .作^的球形邻域 B (，、，£)， 

使得它不含义 1 ， … rL-t ， 则 X M -i =X m \J ^X m 0 ^ 

J )\{;: 是单连通的•用 Van - Kampen 定理，得到 

兰艽 V 阳 G JV. 

于是 A ( XJ 兰 mCF )， 平凡+ 

4. Cl) 同构于 2*Z*Z; 

(2) 同构于 

(3) 同构 Z * Z * Z * Z . 

5, Cl ) 同构于 Z * Z f 

<2) 同构于 Z * Z * Z * Z * Z ; 

(3) 同构于 Z * Z * Z * Z . 

6 - 同构于 Z 严 Z/3Z, 

8. (1) 作收缩映射 r : £ S ^ D 2 为 

若 IU II < 1 ， 

，若 II 工 II ^ 1* 

则 r 。 厂 有不动点，不难验证当 r • f \ x )= x 时， /( x ) = 



(2) 怍 r 如（1)，则 r 。/有不动点，且不动点不在 S 1 上，从而 
也必是/的不动点. 

(3) 用 反证法.若 /无不动点，则可作为 



W \ g 连续，且: S l -^ S \ 于是 idf 零伦，矛盾 ■ 
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((1) 和 （2) 也可用 （3) 的方法证 .） 

9, 用反证法.如果存在则心6氕于是 

以^为收缩核.记 r 为一收缩映射，则 r 。/ : D 2 ^ S X 是收缩映 
射.这与 S T 不黾连通相矛盾. 

10. 才法一记 I 是 X 中第3个坐标不小于0的点的集 
合，足是第3个坐标不大于0的点的集合.则 X = Xy ux 2 , x ^ x z 
都单连通，并且道路连通.用 Van - Kampen 定理，得 X 单 
连通 * 

方法二用 Van - Kampen 定理不难得到下面结 论：对 任何两 

个整数 U # 单连通. 

以原点0为基点，证明 I ( X , C 0 平凡证法如下 :任取 0点处 
的闭路则 a ( J ) 是 X 上的紧致集，从面存在整数克<~使得 〆 

匚 [J 纪.于是 a 在 U# 上定端同伦于0处的点道路，从而 a 在 
X 上也定端同伦于 o 处的点道路. 


第五章 

§1 

1. 设 W 7 是五的开集 />( MO ，取 eew , 使得 P ( e )4 .要 
证6是户 mo 的内点， 

取6的一个基本邻域(7 + 设是 / rHu ) 的包含^点的分支， 

则同胚声 IV ,: [—(/把方的开集 wriK 映为 (/ 的一个包含6点 

■ 

的开集，从而/也是6在方中的开邻域，并且它在 p < w ) 
中 * 于是石为户 ( wo 的内点 * 

2. 若 u 是一个基本邻域，则 vfcer /， rt /> 等于/ ^ a /) 的 
分支数.从而同一基本邻域内的诸点的纤维有相同的势.取定心 e 
B ， 记心）>，则用上面的结果可以说 
明/ I 是开集，并且，也是开集.由于 b 连通，又4非空(至少 ％ e 
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4)， 从而 A ^ B . 

3. 要证 WeMf/) 都是 M!7) 的内点.设 tA 是—个道 
路连通的基本邻域，并且 um 记 K 是户 1 0 A) 的包含 e 的分 
支，则匕是£的开集，并且 (>>|V„) ] : C/ pK 在上与 A 重合 
(利用定理 5 + 1). 于是 V a = h ( U b )[ h ( JJ ) ，从而 e 是 A04) 的内点 • 

4, 设犯是X的一个开集，要证〆是； C// 的开集 .V：ye 

0(^0,设：^ = ；><^)，^：&%取：^的开邻域1/，使得7，/(1 ? )，__.， 

两两不相交，并且 V (^ W . 于是 >( V) 是含于户 (HO 的开 
集，且含: y， 从而3^是 户 (WO 的肉点 * 

7. 厂//可看作 F 的一半把边界圆周的对径点粘合而得商空 
间，也即： T 2 上安一个交叉帽，因此是3尸型曲面. 

8 . 不是,上点 e 〜和没有基本邻域 ■ 

9 . 同第8题+ 


12. 利用定理 5 . 1或直接证明：记 p * x — b 是由决定 

的常值映射，鴻 p 的一个 提升. 则 6(x) [厂 1 ⑹.因为 p -' am 
散，合 (x) 连通，昕以》(叉)是 一点. 

'13. 取定 v 中一点〜记 = •对 [/中 任一点6,，有 

tz 中道路 a , 连结6。和记2是^的提升，它以〜为起点，则 
2(/) { U ) f 从而 S ( J ) 在 V 中 . 于是办: = a(l) =/>(2(1))二 

户 (v). 这祥就得到 ucpiVh 显然 p ( V )( zu . 从而 p < y )= u , 

14. 只要证明 f|V « V—f ； 是单的 + 

用反证法+假设户IV不单，它把V中两个不同点 h 和 A 映为 
U 中同一点V取3是V中从 o 到^的道路，则 a = p 。3是《7在 

心处的闭路+因为夂：冗, a/)—A Of) 平凡，所以 a 在 i ? 中定端同 

伦于6。处的点道路，从而它在 A 处的提升2 —定是闭路，与假设 
矛盾. 


(本题还可用下节中的定理 5+ 3,见下节习题2的解答. 

15. 设 t / 是底空间 i? 的半单连通开子集，由13题知，户 -W) 
的每个道路分支 K 满足夕由第 U 题知 p \ V a = V a ^U 
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还是同胚，从而 L T 是基本邻域. 

16. 记 t ； 是 S 的一个半单连通的开子集，则 pICZ ) 的每个 
分支 V 。也半单连通. 

17. 设 C7 是 6 的一个半单连通幵邻域，则 f / 是户 i £ 
的基本邻域 .f Kt /) 的每个分支也都半单连通，从而又都是 

?的基本邻域.于是(户。 07)) 分解为&中的 

许多幵集之并，每个开集被？同胚地映射成 ( U ) 的一个分支， 
从而被?同胚地映射成 t /. 这说明 J 7 也是?的基本邻域. 

18* 设户 1 ib ) — {^1 ，〜}■可取6的基本邻域 V ， 

使得户 Vf /) 的各分支 R ， …， V H 分别是~^的在？下的基本 
邻域.类似于第17题，可证明这样的 J 7 也是声的基本邻域. 

备2 

1. 设 F 是常值映射到/的一个同伦，则 F 可以提升（定理 
5+2)，得到本题的结论- 

2-本题即上节习题15,上面已给解答.也可应用定理 5. 3 .设 
V J & 厂’（⑴的一个道路分支，则由上节第13题，得 〆 !/)二 f /: 取 
定记6。= {(心)，由定理 5. 3,存在唯——个提升 A : U — E ， 
使得 = ‘则 I (户 | V ) 就是 fjy : 7—5 的提升，并由提升 
唯一性知道 A 。 （ jMVO 就是包含映射.由此可推得 f IV : V — I 7 是 
单一的 .于是 MV : V - H 7 是开的一一对应，即是同胚 * 于是 (7 是 
基本邻域. 

p 

3. 因为 KS 2 ) 平凡，/总可提升为7 1 S 2 — £ 2 . 7零伦，从而 
/也零伦. 

4. 同上题.因为？^(产）兰 Z 2 ，〜（: T ) 是自由群， n (产）到 
A ( T 2 ) 的同态只有平凡同态. 

5. 按照定义验证. 

- VeGA ， 记户 :（ e ), 取广 2 : £ 2 — 方的含 6点的道路连通的 

基本邻域 t /. 记 V 是 hW ) 中包含 e 点的分支，则 p 2 \V : V^U 
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是同胚.不难证明/的每个分支或者 / KH ^) C ； r ， 或者 

mh/j n v = 0，并且 / rw ) 就是满足的那些队之 

并-对每个这样的 w . Ap z \ V ) ^ a \ w ,) = p ,\ w . : w ^ u 是同 

胚，其中 hiv 也是同胚，从而 AIW/J 是同胚.这说明 A 是 

复叠映射. 



§3 


只要证 S 的每个道路连通的基本邻域 t / 是半单连通的. 


rr, C. V 7 ) - - --- (E) 

1 (p\V). P* 

r.a:：) --- 一冗 '⑻ 

取/> W /) 的一个分支 V ，则 

([/))= 匕 。 (/> jV ) r (7 r 1 ( V )) 

- P ^ i ^ iE ')') = 1. 

因此 L 是平凡的，即 (7 在 if 中半单连通， 

-2*g .3™^ 

2. 当户 k — i 时 =e >，从而相应的 /( 见例 2) —样. 

4 - 取 B 的一个道路连通的基本邻域 (7 .则 p W ) 的所有分 
支在？之 F 映成 A 的互不相交的开集并且不难验证 

a ) U 、= />「 1 似），且户 1 |匕：匕—{/是同胚,从而户 1 是 

复叠映射+ 

(2) 对每个是 / rW ) 中的部分分支之并集，它 

■ 

们每个 都被声 同胚地映射到由此容易推出？也是复叠映射. 

C 用上节第 5 题也可从 A 是复叠映射推出声也是复叠映射， 
因力声 是从 户到/ >i 的同态 ， ） 


5* 由命题 5. 3， a 芋矿，当然 S ( l )=-2'(1) + 
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若，则 S $5 f 〈因为£： 单连通），从而 a ^： a f . 
< S . 这是上题的直接推论， 

第六章 


1. 因为 ，… } 处于一般位置，所以 {〜 一 和， …， 
A — cO 线性无关.于是他，和，… ，心} 处于一般位置等价于 b ~ a 0 不 

能用 {a! — a 。， … ，〜一 七 } 线性表示，即 6 不在， … ， a „} 所张超 
平面上 . 

2 - 用反证法 . 若， … ， a n } 不是处于一般位置，则由上 
题知 6 在彳如， 〜 所张超平面上 . 设 6 关于点组 & ,士，…， 

的重心坐标为 …， 记％ 是£上重心坐标为 

… ， ; 的点，则线 段巧上 ( 将 它分割为定比 ^ 

■ 

的）点的重心坐标为 f (1 — r)^ -h \ I ，…， （1 — t)^ -|- - ^ - 1. 

I n + I n + I j 

可取到 re (o ， i) ， 使得 （i — 0 人 + —^>0 g = o ， i ， …， 《). 

rt 十 J 

记 a 是以 |(i — …， （1 — 为重心 

I n 1 打十 1J 

坐标的点，则々 e 纟，但 ， 与条件矛盾 . 

3. ^ 果 & 与 ^ 不只一个交点，则其中一条在另一条上，不妨 
设则 / 是 3 的内点，可计算出它的重心坐标全大于 0 ,即 
/不是边界点 I 

4, t' 至少有两个重心坐标大于 0, 因而不是顶点 . 

6- 必要性〔 1) 就是 K 是复形的条件之一，下面证 (2), 设乏， 
，是 K 中两个不同单形，则它们规则相处 . 于是，如果它们有交点， 
则 £ = 5 门 / 是它们的公共面一定是某一个的真面（否则 = 

，不妨 设 & 是 i 的真面，于是 i 与^不相交 - 
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充分性 只须证尺中任何两个单形5与 ^ 规则 相处+ 如果它 
们有交点，则任一交点 I ，它一定是 A 的某个面 （ 的内点，也-定是 
，的某个面^的内点.由条件 （2) 知产 f 记 [ 是 S 和，的公共顶点 
所张单形，则从而[，不难看出 

9. (1)=-(3)如果 t 不连通，则 K 1 可分成两个非空不 

相交子复形 h 和 h 之并.子是\^6尺，它的顶点或 全在心 中，或 
全在匕 中，由此把 K 的单形分为两类，分别记 作^和 ，不难 

验证尺，和尺 2 是不相交的非空子复形，且尺 [ JK 2 . 这与 K 连 
通矛盾. 

(3) =>(2)如果 j 不连通.设它分成两个不相交闭集 
义与之井, K 屮每个一维单形或在 I 中，或在 X 2 中，由此将 

K [ 中单形分为 M 和 A 两部分，不难验证乙与心都是心的非 
空子复形 ，且厶 UL ^ K ^ L , f ] L 2 = 0 ，这与尺 ： 连通矛盾， 

C 2)= X 1) 如果 K 不连通.设 K = 和尺 2 都 

是尺的非空子复形，且 & n ^： 2 = 0, 则 IKI 叫义 | U IAI ，且 
i&m 1仏丨=0,这与 | 幻连通矛盾. 

10- 设£是尺的一个维数大于2的极大单形(它不是 K 中別 

的单形的面).则由 Van - Kampen 定理不难得到 

并且尺 V 仍是连通复形， \ if \ i \= iK \\ l _. 逐个去掉尺中所有人 
于2维的单形，得到本题结论* 


S2 

3. 任何两个尺中《维单形最多只有一个公共的 n —〗维面， 
于是 K 的任何一个 w 维定向单形4的 n + 1 个顺向面至少有一个 
不是任何别的《维单形的面.下面证明 C „( K ) 的每个非零链一定 

不是闭链，由此得到 (尺 ）^0, 

设 gGGOOa 关 0. 不妨设 gOO 弇0,5是 K 的-个《维定向 
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单形.记 r 是 s 的一个顺向面，它不是别的《维单形的面+于是 

= c n G )#0, 从而不是闭链. 

4-首先从直观上容易看出（也可给出严格论证）， E 2 上的每 
个2维复形至少有一个2维单形“在边上”(即它有1维面不是别 
的2维单形的面). 

设 尹 0.设在2维定向单形 u〆 ，， a 上取 
不为0的值，在别的2维定向单形上的值为 0. 记 i 是由&，&,•__， 
5. 及它们的全部面构成的火的子复形+并设&在，的边上.则有 
&的1维顺向面 h 它不是的面,于是 3 ci ；( f )= c s (〜）#()• 
从面 3 c 3 _ G . 因为1是子复形心在 K 上的边缘链与在 L 上的边 
缘链相同，所以 c z ^ Z 2 CK ). 这样 Z z { K ) = 0. 


2. 只用证 g = l 的情形，其余情形由第1题得到. 

显然 C ! (^)- C , { Ki ^ C ^^ a ^ K , ( K 2 ) 匚 Z 、（ K \ 


(/0，且4=^+0々£(^(/0(^1，2)-于是，30 + 1 2 

= 0. ffljdce — dq 在 K 0 = a 0 中，它必为又从指数的意义知 n 

p 

= 0* 于是％ = 3 c 2 = 0， gGZi ( D (?_ = 1，2)* 于是 Zi ( K ) = Zi ( Ki ) 
® Z 3 (仏) . 作商群得到结论_ 


3- (1) 设 Js ：= i ： i + C 2 fC^Ci < iK i ) U = 1 ,2) .则3^ + 3 c 




0,面 


3 c 


ac 2 是仏中指数为 0 的 0 维链，从而由 A 的连通性得知 


存在^的一个1维链 G 使得 3 q =3 〜记:^ 








C 3 , 怎 2 




Cz + i ： 




则此 


0 ,且 z=Z[+z 


(2) 证法类似 (1). 

(3) 设 c ^ C ^ i ( K ) ? 2 c = z l -\- z t . iE c ^ c \ + c 2 yC i ^ C i j + l (, K t )(i 




1 ， 2) ■则 


A 


+ At 从而 3 c 






dC Z + Z Z ^ Kq 中的 


闭链•由于 H ^( K ^) = 0 9 — z , ，从而 z t ^ B q CKi)(i 

2 ). • 


1 ， 


4. 利用上题的结果. 
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§4 


Z ，q = 0 ， 1 ， 2 ， 

0 ， q 0,1 ,2. 

Z, 5=0, 

3. ㊉ Z，g = 2 ， 

,0, q 0 t 2* 

Z , q = 0, 

4. 兰 jz ㊉ Z ㊉ Z， ? - 1 5 y 

0 ， ？ # 0 ， 1* 

6 * H q (.K ； Q) 兰严 ’ q = °' 

lO, q H 

7. H e ( K ; G ) 兰 G ， 当 g 弇 0 时，仏 （ Ki ) = 0. 

第七章 

§1 

3 -设 Car〆=(a。， 〜，… ^ v ) ^ = 乞人… ，则 ^ > 0 ? V ' = 0, 

(-0 

1 ，根据 P 的定义， hj ) G p ( Carjt 工），并且 

<1 

含 o ) = 2 人 〆 I ) ， 

p — f > 

于是 Wr ) 在 ？< Carjf ： r ) 的重心坐标全大子0,从而 

Car /r p (: r) = 

5 . 显然. 

规定？ 1 : K^L 如下 ： Vp ( a 。， …规定 < pis ) 

是 /. 中由 fU ^)， …，科(心)所张的单形,不难验证 p 是一个单纯映 
射，并且它的顶点映射就是奸. 

6. (1) 有 f < i < CarA ；： t ：， 从而: 

(2) 由 （1) 知 St 砣匚 SUa ,，/ = 0，1，…， v ，从而 


2 . H q {K) ^ 
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St^j C f ] St 城. 

1 = 0 

反之，若 J e a { < Car^j：(V r = 0，l"..，y). 于是！ < 

f = Q 

Catj^， 由定义得出 j : G St & 于是 

「| St K a, C ： St(. 


§2 

4. 分别记 K = Bd4 fl + 1 只须证 |K I 到 |L 丨的任何 

连续映射都零伦.设 /> I幻 一|L| 连续，则存在单纯逼近 

IK1—I/.I 不满，从而零伦，于是/夂@也零伦， 

5. 不妨设 x,y 都是多面体，且； S：= | , Y ^\ L \. 对任意非 
负整数 r, 从尺〜到 L 的单纯映射是有限个.而每个连续映射/ : 
X—Y 都同伦于一个单纯 映射？ —人导出的连续映射 X 
—K 由此不难得到结论. 


§3 

^ (Z f q = O^n 

1. H , ⑶ V 5 ffl ) ^ 

U )， q 0,n f m. 

2. 例如 

3. x = s z ys i ys \ 0^(兄）兰2*2，而巧（了 2 )兰20乙，因而 

xm j \ ) 


§4 

1. 因为 / 零伦. 

Z ， q ：z= 0 T 

2, H q iX ) 兰 ’Z©Z，？ = 1， 

[0， q # 0，1， 
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3 * q 二 I ，， 

fZ T g = [)，2， 

4. H q ( X ) ^< Z Zf 9 = 1， 

0, q / 0，1，2. 

Z ， g = 0，】， 

晒 

5. //,(X ) 三 ^Z@Z ㊉ Z ， q; 亡 2, 

m 

0^ 0,],2. 

第八章 


1. 如果 《S fl 1 是 p 的收缩核，则包含映射 /: y zr 诱导 
的各维同调群的同态都是 单的+ 但显然 Lu-n : hCS "- 1 ) — 
// n -^D n ) 不是单的. 

2. 见第四章§5的习题8的解答. 

3. 设又=/(£)"乂则 XSET, 并且广 1 : X—ET 与包含映射 

i +- Cr—X 的复合映射 卜广' 1 X—X 一 定有不动点，它诅就是/ 
的不动点. 

4. 如果/不满，设& eD n \/o> fl ) ，则 ^ es - 1 ，否则 A 零 
伦，从而 degC/,)=0* 于是有收缩映射 r : D ^\{ x ,\^ S -\ 于是 

=卜 (/|V_ l ). 由此不难得出(/^〜.^是平凡的，从而 degC/ 0 ) 
= 0 . 

5 . ( 1 ) 如果/无不动点，则/同伦于对径映射，如果 v：te 
y ,/u) 关 — ^，则 /-id. 于是对径映射同伦于 id. 而当《为偶数 
送是不可能的， 

(2) /的映射度非负.从而尸不同伦于对径映射，它必有不 


动点+ 
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1 .作 g : SW 为 





fix 、一 x ) 

ii / ⑴ 一/(—，） i : 


则笑是保径映射， deg ( ff ) 是 奇数. 不难证明 ff 二/，从而 deg (/) = 

deg ( g ) 是奇数. 


2. 不妨设6-=|^| ， X = \ K\,K 为一个复形.类似于引理1 
的证明，可构造/的单纯 逍近 ， P :(公严 — K , 使得 VaG 

(( 公）…） °，¥< a ) = 9<— 幻，则 ^ n = fU 不难验证，？ UZ „(( P) ⑺ ））C 
2厶(/：),当《为奇数时，科= 0, 

3. 第2题的直接应用. 

4. 本题的方法类似于第1题，作 gUO = (/ U )+/ C -^))/ 

II f ( jr ) + /(— ^) It * 


5. 如果〜设/ :^是包含映射，则〖。/是保径映 
射，但又不满，从而 deg (…/) = 0,矛盾. 

§3 


1- 因为八，是同伦不变量，所以 tr (/„> 以及用它们规定的 L 
(/) 都是同伦不变量. 

2. 不难看出 Mid) = r(K) 关 0, 从而 L(/) 尹 0, 

3. (产，*) = 0以9>1■于是对任何连续映射/:产—尸 2 , 

1(/) = 1，从而/有不动点. 
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(按汉语拼音顺序) 




Brouwer 不动点定理 

6,1 训 

B 


小 n i 定向 


91 

保径映射 

234 

不叮定向曲面 


^1 

卞 : 单连通 

154 


c 


半欧氏空间 

8S 




包含映射 

9 

C, 公理 


39 

Betti 数 

193 

c 2 公理 


39 

W 包 

17 

C, 空间 


39 

ffl 包复形 

174 

C, 空间 


39 

闭路 

6? 

1 

赳 f 面 


172 

闭路类 

108 

乘积空间 


30 

W 集 

15 

乘枳拓扑 

1 


30 

■ 

W 链 

186 

: 承栽单形 


_ 

176 

闭链群 

166,265 

零调承载子 


26S 

闭曲面 

SS 

稠密 


17 

闭映射 

2& 

重分链映射 


216 

篦形子集 

71 ! 




边界 

1 

1 

8S 


D 


边界点 


代数基本定理 


139 

边缘 

173 

1 

导巣 

1 


17 

边缘点 

173 

单纯形（申形） 


171 

边缘复形 

174 

自然单形 


172 

边缘链 

ISA 

单形的顶点 


171 

边缘链群 

1S&,265 

1 

单形的面 


173 

边缘同态 

184,265 

单形的定向 


181 

Holz&no-WcierstraKs 性质 

59 

单纯逼近 


206 

Borsuk-Ulam 定理 

237 

申纯逼近存在定理 


214 
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单纯 复合形 （复形） 

m 

单纯剖分 

176 

甲-纯映射 

203 

单纯锥 

175 

单 连通 

1 U 

道路 

57 

道路的乘积 

68 

道路的起点和终点 

67 

道路的逆 

67 

道路类 

m 

道路类的逆 

no 

道路类的乘积 

no 

道路连通 

68 

道路连逋分支(道路分支） 

70 

笛儿积 

9 

第一可数公理 

40 

第二坷数公理 

41 

底空间 

147 

点道路 

67 

定向 

1S1 

定向单形 

181 

申形的定向 

181 

度量空问 

13 

多边形表示 

93 

标准多边形表示 

94 

多面体 

176 

多面体的同调群 

220 

对径映射 

229 

£ 

Euler .多面体定理 

3 

Euler 示性数 

193 

Euler 数 

5 

Euler-Poincare 公式 

1SS 


反向对 

F 

95 

仿紧 


58 

非退化 


204 

分离公理 


3S 

分童 


31 

复 叠变換 



复 ft 变换群 


159 

复#空间 


146 

泛复 昼空间（万 有复* 空间> 

162 

■「_则复脣空间 


160 

复*映射 


H6 

覆盖 


23 

闭覆盖 


24 

加细 a 盖 


58 

局部有限 K 盖 


38,58 

开 a 盖 


24 

有限 K 盖 


24,51 

了覆盖 


51 

复合形(复形） 


174 

闭包复形 


174 

边缘*形 


174 

子复形 


174 

规则相处 

G 

173 

骨架 


175 

* 联系数 


IBS 

Hausdorff 空「司 

H 

37 

核 


248 
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Iliihert 空 N 

42 

Hopf 迹数引珲 

241 

环柄 

89 

环 ifticr) 

75 

a® 环而 （ r"> 

76 

换位了- 

256 

换位了 -fl 表 

256 

J 

基 

244 

基本邻域 

U 7 

基本群 

112 

基本群的基点 

112 

迹数 

241 

迹数可加性定珲 

241 

加细 

53 

幵加细 

58 

交叉帽 

91 

交换化 

256 

简单闭曲线 

142 

几何无关 

170 

几何锥 

80 

截面 

153 

紧致性 

51 

Jordan 曲线 

142 

Jordan 曲线定理 

142 

局部半单连通 

154 

局部道路连通 

7C 

局部连通 

65 

局部有限 a 盖 

28, 5S 

局部紧致 

57 

聚点 

17 


K 


m 

12 

n 盖 

2\ 

汗映射 

29 

吋乘性 


4 度量化 

48 

4分 拓扑空 M 

17 

可剖分空 M 

17fi 

可剖分空间的问 W 群 

220 

叶 数公理 


可缩空间 

131 

町定 向曲由 j 

91 

Klein ^ 

7「) 

V 格 

90,yi 

L 

Lebespue 数 

r>3 

LefsthttK 点定理 

241 

Lefschetz 数 

2 U 

连通和 

102 

连通性 

61 + 17o 

连通分支 

64,175 

连续映射 

22 

连续性 

21 

链 

1S2 

闭链 

1 洲 

边缘链 

Ui 4 

链复形 


链群 

1 H 2,265 

闭链群 

m 

边缘链群 

m 

锫沦移 

2 r 3 r > 

链同伦 

2 fj 6 
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以映射 

扣6,265 




标 ffi 链映射 

2 lfi 


P 


电分链映射 

216 

平环 


73 

正常链映射 

267 




列紧性 

50 


Q 


Lindelof 定现 

42 




零调的 

196,266 

,奇点 

1 


232 

零调承载于 

266 

七桥问题 


1 

邻域 

16 

切向置场 


231 

邻域基 

39 

蜷帽 


132 

邻域系 

39 

I 

圈数 


118 

零伦 

1 

1 

107 

球面 


50 

流形 

1 

1 

88 

1 

球极投射 


26 

伦型 

124 

球形邻域 


11 

伦移 

101 

曲面 


S 8 

Ljstcmik-Schnirelniann 定理 

238 

闭曲面 


83 


5 集 

M 

7 

面 


173 

真面 


173 

逆向面 


183 

顺向 flf 


L 83 

MObiu ■"带 


73 

挠了群 

N 

245 

内点 


1 S , 88,173 

内部 


16,88,173 

内直和 


：48 

欧氏空间 

O 

14 


s 


5角剖分 

176 

二明治定理 

238 

商集 

10,78 

商空间 

73 

商拓扑 

78 

商映射 

80 

生成 

29 

生成元组 

245 

升腾 

159 

射影平面 

76 

点 

212 

收缩核 

50 

收缩映射 

50 

收敛性 

18 

树 

187 

四色问题 

3 
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T 


公理 
T ] 公理 
T , 公理 
r , 公押. 

l \ 公 i ¥. 

提 71 

貼空间 

Tietw 扩张定理 

同调 

同调类 

同调群 

同调群的同态 
多面体的同调群 
可剖分空间的同调群 
同抡 

同伦的乘积 
K 伦的逆 
常同伦 
定端同抡 
相对同伦 
直线同抡- 
同伦不变性 

间伦等价 

同伦逆 

同胚 

同狂映射 
同向对 

同伦提升定理 
进镜空间 
投妒 
退化 
[^包 


拓扑 


4；S 


36 


36 


37 


38 


117,150 

7S 

4? 


156 
186 
186 t 265 
⑽，219,265 

220 

220 


104 

106 

106 

106 


10& 

107 


105 

122 

124 


124 

24 

24 

95 


155 

161 

39 

204 


乘枳拓扑 

度*拓扑 
f 凡拓扑 
离散拓扑 
欧氏拓扑 

商拓扑 
余可数拓扑 
余有限拓扑 
-f 空 M 拓扑 " 

拓扑变換 
拓扑性质 
拓扑概念 
拓扑和 
拓扑基 

集合的拓扑基 
柘扑空间的拓扑基 
拓扑公理 
拓扑空间 


拓扑锥 


V 


Van-Kampen 定理 


W 


完全原像(原像) 

网距 

无交并 


X 


偉 

纤维 


170 星形 


|:七 


30 

!S 

12 

\2 

1 S 

78 

13 

U 

18 


5,24 

5-27 

27 

R7 

32 

32 

12 

12 

80 




213 

87 


& 

147 

207 
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星形性质 

209 

瑕变收缩 


强形变收缩 


形变收缩核 


强形变收缩核 

i£S 

Y 


叶数 

H7 

一 般位置 

170 

一笔画 

1 

1 维简单链 

1&6 

1 维简单闭链 

m 

遗传性 


映射 

3 

包含映射 

9 

保径映射 

2 U 

闭映射 

29 

常值映射 

23 

单纯映射 

203 

顶点映射 

204 

对径映射 

229 

恒同映射 

9 

开映射 

29 

链映射 

206,265 

连续映射 

22 

嵌入映射 

27 

商映射 

SO 

收缩映射 

50 

同狂映射 

24 

映射度 

229 

映射类 

106 

映射提升定理 

156 

诱导同态 

112 

有核闭集族 

59 
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有限半.成 交换群 

215 

有限 ■+ •成交换群苺本定理 

353 

度量 化定理 

48 

ypucori 理 

45 

网束 

131 

原像 

a 

L 

粘合映射 

78 

粘接引评 

24 

止规空间 

39 

正则空间 

39 

真面 

173 

正常链映射 

267 

i 加项 

248 

直和 

248 

内直和 

248 

直和因子 

£48 

直和分解定理 

190 

秩 

250 

指数 

190 

重心 

211 

重心重分 

212 

重心坐标 ' 

172 

柱化 

107 

锥顶 

175 

子空同 

18 

自然单形 

172 

s 由乘积 

254 

自由交換群 

244 

自由交换群的基 

244 

自由群 

255 

G 由生成元组 

255 

踪 

123 



空集 


集合 A： 的幂集 

n a 

集合 A 所含元素的个数或 A 的势 


厲于 

e (或 ft) 

不属于 

匚 

包含于(包括相等的情形> 

U(U) 

井 


。 [n) 交 

af^A 

[] 无交并 


© ( ©) 



X 

XXY 


G| X (J2 

K /- 


X/A 

A\B 












直和 


自由乘积 


笛卡-儿积，直积 

集合 X 与 V 的笛卡儿积，或拓扑空间 X 与 y 的乘积空间 
群 G 与 £ 的直积 

集合 X 关于等价关系〜的商集;拓扑空间 X 关干等价关系〜的 
商空 N ] 

把 x 的子集/捏为〜点而得到的商空间 
子集 A 减去万（由在 d 中而不在 B 中的点构成） 

边畀，边缘 
集合 A 的边界 
流形 M 的边界 
单形 i 的边缘 

同胚，同构 
同伦，同伦等价 
定端同伦 


—rel 相对同伦 
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t<s 


单形 i 是单形 1 的面 
集合/ I 的内部 


A 

A ( 

A 

[x s y] 

[ x ] 

3 T L CU，JT ( X ) 

dfi ) 

i/d 户） 

a 

m 

M 

K * 

f 「 

X(K) 

&|才 

；v 

f ” 

^ r f 
f a 

mo 

hci j 


集合 4 的导集 
集合 A 的闭包 

从扣扑 S 间 X 到 Y 的映射同伦类的集合 
从拓扑空间 X 到 F 的全体连续映射的集丹 
拓扑空 M X 的全体迠路类的集0 
基本群 
复*空间 

K * 鸾换群 

单形纟的里心 

关联系数 

复形尺的「维骨架 

K ft r 次重心电分 
复形 K 的 Edei ■示性数 
g 维 BcUi 数 

道路类 u 透导的3本群同构 
连绩映射/诱誶的基本群同 .& 

连续映射/ 诱导的 V 维同请群同态 

映射/与 g 的复合（乘 积） 

映射/在了-集 A 上的限制 
以 .r J 中心4为半朴的球形邻域 
申形 i 的边缘复形 
K 形 K 的 g 维边缘链样 


Oirw 复形 K 的在 K | 处的承载单形 

C[j 单形 a 的闭包复形 

CAK ) 复形 K 的 g 维链群 

CX X 上的拓扑锥 


IT n 维申位球体 

die 、 0维链 f 的指数 

^ g(.n /的映射度 
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E n 

n f /, K ) 

//,CX) 

1 m / 

Kcnf 

ru } 

P 1 

mP z 

Q 

qia) 

R 

rank// 

S n 

SdK 

SKks 

nT 2 

r 

z 

Z n 

Z q (K) 


维欧氏空间 


复形 / c 的 4 维同调群 
复 形尺的 、以 G ' 为 S 数群的 v 维同阑群 
可剖分空 MX 的7维同调群 

映射 f 的像 
同态/的核 

复形 ^的网距 

自然数的集合 
点 i 的邻域系 


射影 f 面 

带个交叉帽的闭曲面 


有理数集合，有理数域 
5 1 h 闭路的圈数 

实数集合，实数域 
有限生成交换群//的秩 


n 维单位球面 
复形 A ： 的重心重分 
复形/：在頂点 u 处的星形 
环面 

带 n 个环柄的闭曲面 
n 维环面 


整数的集合，整数加法群 

托阶循环群 

复 形尺的 g 维闭链群 
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